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Introducere

Este posibil sa comprimam o informatie — data sub forma unui text — ast-
fel Incat ea sa ocupe cat mai putin spatiu? Una din metode este aceea de
a observa regularitati sau secvente care se repeta, inlocuind scrierea aces-
tora cu o referinta. Folosind instrumente din statistica putem gasi eventual
un algoritm care sa reproduca informatia initiala din texte de lungime mai
mica. Alta metoda este aceea de a retine doar partea cea mai semnificativa
a informatiei (o parte, mai putin semnificativa, pierzindu-se). In practica,
aceste idei sunt valorificate prin construirea programelor de codificare, com-
primare si arhivare. O intrebare naturala pe care ne-o putem pune este
aceea daca putem sa comprimam orice informatie. In practica, se stie ca
un text “comprimat” printr-un anumit program nu mai poate fi micgorat
printr-o noua “comprimare”; mai mult, exista texte care prin acest tip de
operatie, ocupa mai mult spatiu dupa “comprimare”. Acest fapt ne duce
la ideea ca nu orice informatie poate fi algoritmic comprimata. Lucrarea de
fata isi propune sa studieze, din punct de vedere teoretic, acest fenomen.
Instrumentele principale de studiu vor fi cele de topologie; vom compara din
punctul de vedere al marimii topologice diferite multimi de numere si cu-
vinte aleatoare; de asemenea, vom studia “marimea” unor multimi in raport
cu diverse topologii.

In primul capitol vom prezenta notatiile folosite in lucrare, vom intro-
duce notiunile de complexitate Chaitin si Chaitin-Kolmogorov, calculator
si calculator universal (Chaitin i Kolmogorov), Definitiile 1.1, 1.4 si 1.9.
Se introduce de asemenea pentru numere naturale reprezentate intr-o anu-
mita baza, notiunea de complexitate Kolmogorov, Definitia 1.12 si pentru
aceasta se demonstreaza existenta algoritmilor universali, Teorema 1.13; se
studiaza, de asemenea, relevanta alfabetului subiacent pentru algoritmii uni-
versali Lemele 1.14 si 1.16, precum si Observatiile 1.15 si 1.17.



9 Intoducere

In Capitolul doi introducem notiunile de cuvant aleator Chaitin-
Kolmogorov si aleator Chaitin. Un cuvant este aleator daca nu poate fi
algoritmic comprimat. Incepem prin a introduce cateva definitii indispensa-
bile studiului fenomenului de hazard. Un cuvant este e-limiting daca toate
literele apar in cuvantul respectiv de aproape acelasi numar de ori. Se intro-
duce notiunea de cuvant Borel normal. Un cuvant se numeste Borel normal
daca toate grupurile de cifre, de lungime suficient de mica fata de lungimea
cuvantului, apar in cuvantul dat, de aproape acelasi numar de ori. Cuvin-
tele aleatoare (Chaitin si Chaitin-Kolmogorov) suficient de mari (in sensul
ordinei cvasi-lexicografice) sunt Borel normale. Sa mai notam ca cele doua
multimi de cuvinte aleatoare (Chaitin gi Chaitin-Kolmogorov) sunt imune
(Teorema 2.7). Amintim ca o multime este imuna, daca nici o parte infinita
a sa nu poate fi enumerata printr-un algoritm. Se da o conditie necesara
si suficienta pentru reprezentabilitatea testelor Martin-Lof prin calculatoare
Chaitin (Teorema 2.15). In sectiunea a doua se introduc notiunile de ha-
zard algoritmic pentru numerele naturale in reprezentare pozitionala. Astfel,
definim notiunea de numar aleator intr-o anumita baza si numar p-normal.
La fel ca pentru cuvinte, un numar natural este aleator intr-o anumita baza
daca nu poate fi obtinut algoritmic dintr-un numar de lungime (in aceeasi
baza) mai mica. Un numar natural este p-normal daca pentru orice baza mai
mica sau egala cu p, in reprezentarea pozitionala, toate cifrele bazei apar de
aproape acelagi numar de ori.

Demonstram ca multimea numerelor aleatoare intr-o baza oarecare este
o multime imuna (Teorema 2.25). Aceste rezultate justifica Definitia 2.21,
prin care se introduce notiunea de numar natural aleator.

Sunt doua categorii de numere naturale aleatoare: una definita cu aju-
torul complexitatii uniforme, cealalta cu ajutorul complexitatii conditionate.

In lucrare vom studia ambele multimi de numere naturale aleatoare, ele
avind proprietati asemanatoare.

In sectiunea a treia, ardtdm ci orice numér aleator in baza p este p-normal
(Corolarul 2.34 gi Corolarul 2.35); acest rezultat reprezinta inca un argument
pentru Definitia 2.21.

In Capitolul trei, vom prezenta unele topologii induse de relatii recursive
de ordine partiala. Pentru prima oara aceste notiuni au fost introduse si
studiate in 1986 de Zimand in [38], unde a fost definitd multimea recursiv
rard pentru cazul binar si ordinea prefix. Definitia multimii recursiv rare
aparea restrictiv, conditia 2) din Definitia 1 [38] fiind indeplinita aproape
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peste tot. Pentru relatii de ordine nemarginite, definitia lui Zimand este
echivalenta cu definitia naturala data in Capitolul 3, unde am cerut ca 2)
sa fie indeplinita peste tot (Definitia 3.6). Acest rezultat este evidentiat
prin Propozitia 3.7. Vechea definitie a devenit baza pentru definitia multimii
aproape recursiv rare. Cele doua definitii sunt total diferite in cazul relatiilor
de ordine marginite.

O relatie de ordine este nemarginita daca pentru orice cuvint putem gasi
un altul mai mare, (in raport cu relatia de ordine considerata,) de lungime
oricat de mare. Teorema 3.8 este o generalizare a Propozitiei 3 din Zimand
[38] ce da o conditie suficienta ca sa existe multimi rare care nu sunt re-
cursiv rare; ordinile prefix gi sufix satisfac aceasta conditie. De asemenea,
in Propozitia 3.11, studiem o conditie suficienta pentru ca o multime rara
sa fie recursiv rara si orice multime care nu este rara sa fie densa; ordinile
infix, hipercod, masking si prefix-masking satisfac aceasta din urma conditie
(v Exemplul 3.1, pentru definitiile acestor relatii de ordine). Sunt introduse
notiuni noi, ca multime aproape rara, aproape recursiv rara, si aproape densda
(Definitia 3.13). Acestea sunt utile in special in studiul relatiilor de ordine
marginite (v. Capitolul 3 gi Exemplul 3.3). Multimile aproape (recursiv)
rare (dense) sunt diferite de multimile (recursiv) rare (dense) daca relatia de
ordine considerata este marginita, Teorema 3.17 gi Teorema 3.16.

In sectiunea a doua a Capitolui 3, sunt date definitiile multimilor
(aproape) rare, dense, recursiv rare, dar de aceasta data pentru topologii
induse de relatii de ordine pe multimea numerelor naturale (Definitiile 3.25
si 3.31). Ca gi in cazul cuvintelor, multimile aproape (recursiv) rare (dense)
coincid cu cele (recursiv) rare (dense), daca topologiile considerate sunt ge-
nerate de o relatie de ordine nemarginita, teoremele 3.33 si 3.34. Existenta
multimilor rare care nu sunt recursiv rare este asigurata de Teorema 3.27.

In Capitolul 4 vom obtine principalele rezultate de natura topologica
privind cuvintele si numerele naturale aleatoare. Studiind fenomenul de ha-
zard din punctul de vedere al complexitatilor descriptive Chaitin-Kolmogorov
si Chaitin, am obtinut o caracterizare topologica a multimilor RAND si non-
RAND. Rezultatele au fost obtinute atat pentru cuvinte peste un alfabet
finit, cat si pentru numere naturale in reprezentare pozitionala. Ele ex-
tind rezultatele lui Zimand in [38] care demonstra pentru cazul binar ca
multimea cuvintelor aleatoare Chaitin-Kolmogorov este recursiv rara in ra-
port cu topologia generata de relatia de ordine prefix pe cuvinte.

Aratam ca multimile de cuvinte si numere ne-aleatoare sunt dense in ra-
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port cu relatiile de ordine nemarginite (Corolarul 4.2, Corolarul 4.18, Coro-
larul 4.22). Studiem marimea topologica a multimii cuvintelor aleatoare
Chaitin-Kolmogorov si a numerelor aleatoare in raport cu diverse relatii de or-
dine (marginite si nemarginite) (Corolarul 4.5, Propozitia 4.6, Propozitia 4.7,
Teorema 4.12). Aceste rezultate arata ca daca avem un cuvant si il prelungim
doar intr-o singura parte (la stanga sau la dreapta), gasim un cuvant pentru
care nici o alta prelungire in acelagi sens nu este cuvant aleator, dar daca
prelungim cuvantul in ambele directii, in mod sigur vom obtine un cuvant
aleator (Teorema 4.12). Aceasta problema, pentru numere naturale, nu este
rezolvata decat in sensul urmator : orice numar natural poate fi prelungit cu
alt numar natural, astfel incat nici o prelungire in aceeasi directie nu este un
numar aleator (Teorema 4.25). In final vom ariita cii in raport cu anumite
relatii de ordine, complexitatile Chaitin si Chaitin-Kolmogorov se comporta
identic (Teorema 4.19 gi Teorema 4.20).

In Capitolul 5 aratam ca nu exista calculatoare Chaitin si Chaitin -
Kolmogorov, care sa fie universale pentru calculatoarele definite pe un alfabet
cu mai multe elemente decat alfabetul peste care este considerat domeniul
lor de definitie. (Teorema 5.1 si Teorema 5.2). In sectiunea a doua, studiem
comportarea multimii cuvintelor aleatoare la modificarea complexitatii des-
criptive, prin inmultirea sa cu o constanta egala cu logaritmul in baza doi
a numarului de litere al alfabetului (Corolarul 5.5, Corolarul 5.6 si Coro-
larul 5.10). Sectiunea a treia intitulata “Sunt codificarile binare universale?”,
este o concluzie a ultimului capitol. Aceasta intrebare a fost formulata de C.
Rackhoff [33] si are un raspuns negativ. Aparent,impresia generala este ca
este suficient sa consideram ca intreaga arie de generalitate a codificarii, cel
putin din punctul de vedere algoritmic este acoperita de cazul binar. Aceasta
idee apare in cea mai puternica forma in Li si Vitdnyi [30].

Noi credem ca, dimpotriva, exista diferente esentiale pentru complexitatea
descriptiva in cazul binar si cel ne-binar; unele dintre acestea au fost studiate
in Calude [2], Calude gi Chitescu [7], si in special, Calude, Jiirgensen si
Salomaa [11] (v. de asemenea [3]). Aceste rezultate sunt compatibile cu
fapte din teoria clasica a informatiei; vezi, spre exemplu, Rissanen ([34], p
27) sau analiza din Fenwick [17].

Aceste rezultate intaresc argumentele ce arata ca exista diferente esentiale
intre complexitatile descriptive in cazul binar si cazul nebinar.

Xk
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1
Complexitati descriptive

O metoda de a masura continutul de informatie a unui text, pentru un cal-
culator dat, este sa determinam necesarul de resurse pentru a obtine tex-
tul dat, folosind acel calculator. Incercind si comprime informatia, adica sa
foloseasca cat mai putin spatiu pentru o cantitate de informatie cat mai mare,
au fost descoperite mai multe modalitati; o metoda importanta este aceea
de a detecta sabloane cu ajutorul carora putem reface informatia. Incercind
aceasta modalitate la o tabela de calcul, spre exemplu pentru calculul loga-
ritmilor, constatam ca o metoda mult mai avantajoasa de a pune informatia
intr-o astfel de tabela este de a scrie instructiuni de calcul a tabelei (de
exemplu folosind formula lui Moivre). Aceasta metoda nu numai ca este mai
compacta, dar permite sa calculam tabele oricat de mari dorim. Metoda
de mai sus nu mai este performantd pentru date empirice (rezultatele la
olimpiade v. Rozenberg si Salomaa [35]). In acest caz gradul de compresie
este practic nul; mai mult, deoarece tendinta este aceea de a imbunatati, cele
mai semnificative cifre au regularitati care fac posibila chiar predictia. Datele
empirice produc siruri care trebuie explicate si altele noi produse. Aceasta
idee a fost formalizata in mod independent in diferite moduri de Solomonoff,
Kolmogorov si Chaitin.

In acest capitol vom prezenta notatiile folosite in lucrare, vom intro-
duce notiunile de complexitate Chaitin si Chaitin-Kolmogorov, calculator
si calculator universal (Chaitin si Kolmogorov), Definitiile 1.1, 1.4 i 1.9.
Se introduce de asemenea pentru numere naturale reprezentate intr-o anu-
mita baza, notiunea de complexitate Kolmogorov, Definitia 1.12, si pentru
aceasta se demonstreaza existenta algoritmilor universali, Teorema 1.13, si
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cum depind acestia de alfabetul pe care lucram, Lemele 1.14 gi 1.16, precum
si Observatiile 1.15 si 1.17.

1.1 Complexitati pe cuvinte

Lucram cu un alfabet finit X = {ay,as2,---,a,}, p > 2. Monoidul liber
generat de X este X*. Functia care enumera acest monoid in ordine cvasi-
lexicografica este string : N — X*, definita prin relatiile:

string(0) = A (cuvantul vid), string(1l) = ay,. .., string(p) = ay,

string(p + 1) = ajaq, string(p + 2) = ajao, . ..

In cazul in care vrem sa punem in evidenta numarul de elemente din X,
utilizam functia string cu doua argumente, string : N x N — X*

string(p,0) = A, string(p,1) = a1, ..., string(p,p) = a,,

string(p,p + 1) = a1a1, string(p,p + 2) = ajas, . ..

O relatie de ordine pe X* se va nota cu <, urmata, eventual, de indici;
de exemplu, in cazul ordinei prefix folosim notatia =<, (pentru z,y € X*,
r =, y daca exista z € X* astfel incat y = xz; pentru detalii v. cap 3
(Topologii constructive)). Spunem ca un cuvant w este prefixul cuvantului
v daca w =<, v. O multime A se numeste libera de prefize daca pentru
orice doua cuvinte v si w din A niciunul nu este prefixul celuilat (w A,v
si v A,w). Utilizam conventia ca minimul multimii vide este infinit. Prin
calculator vom intelege o functie partial recursiva ce are ca intrare cuvinte
peste monoidul liber X* gi produce elemente din X*. Daca gandim calcu-
latorul ca fiind un “program +date”, atunci el va fi o functie unara; altfel,
el este o functie de doua argumente. Complexitatea unui cuvant peste un
alfabet in raport cu un calculator este lungimea celui mai mic cuvant, care,
folosit ca intrare pentru acel calculator, produce la iegire cuvantul cerut. La
inceput, Kolmogorov si Chaitin nu au impus restrictii privind calculatoarele,
prin calculator intelegindu-se orice functie partial recursiva. In Chaitin [18]
sunt considerate calculatoare, cele avind domeniul de definitie liber de prefixe
. O motivatie a acestui fapt este data de Chaitin in [21]:

”Un lucru esential care trebuie cerut.. este ca programul primit la in-
trare sa fie auto-limitat: lungimea sa totala (in biti) trebuie sa fie data
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inauntrul programului insugi. (Aceasta pare sa fie un lucru minor, care a
oprit progresul in acest domeniu, deoarece implica redefinirea hazardului al-
goritmic.) Limbajele de programare reale sunt auto-limitate, deoarece ele
necesita constructii de inceput si sfargit de program. Asemenea constructii
permit programului sa contina subprograme bine definite continute in el.
Deoarece un program auto-limitat este construit prin concatenari si inglobari
de subprograme auto-limitate, un program este sintactic complet numai cand
ultimul subprogram inceput este terminat. In esenta, constructiile de inceput
si sfargit pentru programe si subprograme functioneaza ca parantezele stangi
si drepte dintr-o expresie matematica.”

Definitie 1.1 Un calculator este o functie partial recursivd ¢ : X* x X* —
X*. Un calculator Chaitin este un calculator C astfel incat pentru orice
v € X*, domeniul lui C, este liber de prefive, unde C,, : X* — X*, Cy(x) =
C(z,v), pentru orice v € X*.

Comentariu 1.2 Pentru un calculator Chaitin, daca C(x,v) # oo siy =,
x, atunci C(y,v) # oo implica y = x; cu alte cuvinte, programele trebuie sa
fie auto-limitate.

Definitie 1.3 Un calculator (Chaitin) 1) este universal dacd pentru orice alt
calculator (Chaitin) ¢ exista o constantd naturald ¢ (care depinde doar de ¢
§1 1) cu urmatoarea proprietate: daca ¢(x) # 0o, atunci exista x’ astfel incat

(') = o(x) sil(2') <l(z) + c.

Daca ¢ este un calculator cu doud argumente, atunci pentru ¢(x,y) # oo
exista x' astfel incat

(@', y) = é(x,y) sila’) <l(z) +c

Definitie 1.4 a) Complexitatea absoluta Kolmogorov-Chaitin (pe scurt
complexitatea absoluta) asociata calculatorului ¢ este functia partiala
K4: X* >N,

Ky(z) = min{l(u)|u € X*, ¢(u, \) = z}.

In cazul in care ¢ = 1, notam K (x) = Ky(z).
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b) Complezitatea absoluta auto-limitata Chaitin (pe scurt complezita-
tea absoluta Chaitin) asociatd calculatorului Chaitin C este functia partiala
He: X* 3N,

He(z) = min{l(u)|uv € X*, C(u, \) = z}.

In cazul in care C = U, notam H(z) = Hy(x).
c¢) Programul canonic definit in raport cu un calculator universal Chaitin
C este:
¥ =min{u € X*|U(u,\) =z},

unde minimul este dat de ordinea cvasi-lexicografica pe X* indusa de a; <
ag < -+ < ay.

Teorema 1.5 (Calude [3]) Se pot construi efectiv calculatoare universale
(Chaitin,).

Consecinte imediate ale acestor definitii sunt:
Corolar 1.6 Pentru orice calculator ¢ $i orice calculator Chaitin C' avem:
K(z) < Ky(z)+0(1), H(z) < He(z) + O(1). (1.1)
Sa fixam un calculator universal 1 si un calculator universal Chaitin U.
Corolar 1.7 Orice sectiune vy, U, este surjectiva.

Lema 1.8 Pentru orice x € X*:

x* ezista, x¥ # A (1.2)
x=U(x",\), (1.3)
H(z) =1(z") (1.4)

Pentru calculatoarele ce au doua argumente (program + date), definitiile
corespunzatoare celor de mai sus devin:
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Definitie 1.9 a) Complexitatea conditionata Kolmogorov-Chaitin (pe scurt
complexitatea conditionatd) asociata calculatorului ¢ este functia partiala
Kg: X* xN =N,

Ky(xlv) = min{l(y)|y € X7, ¢(y,v) = «}.

Notam K (z|v) = Ky(z|v).
b) Complezitatea conditionata auto-limitata Chaitin (pe scurt complex-

itatea conditionata Chaitin) asociata calculatorului Chaitin C' este functia
partiald He : X* x X* 3 N,

He(zlv) = min{l(y)|y € X*, C(y,v*) = «}.
Notam H(z|v) = Hy(z|v).
Corolar 1.10 Pentru orice calculator ¢ si orice calculator Chaitin C' avem:
K(z|v) < Ky(z|v) + O(1), H(z|v) < Ho(z|v) + O(1). (1.5)
Corolar 1.11 Pentru orice x,v € X*,
0< K(z|v) < 00,0 < H(z,v) < 00.

In ceea ce urmeaza, Corolarul 1.6 si Corolarul 1.10 vor fi referite ca Teo-
rema de Invarianta. Sa mai notam ca pentru doua calculatoare universale
si w exista o constanta c, astfel incat pentru orice z,y € X* avem:

[ Ky(2) — Ku(z)] < ¢,

[ Ky (o) = Ko(zlv)| < e

Aceleasi rezultate sunt valabile si pentru complexitatea Chaitin. De aici,
rezulta ca toate rezultatele care nu se prevaleaza de forma particulara a
unui calculator universal fixat sunt valabile si pentru alt calculator universal,
deci acestea nu depind de calculatoarele universale alese. Pentru detalii,
recomandam Calude [3] si Chaitin [18]

Importanta proprietatii de libertate de prefixe a fost descoperita inde-
pendent de Schnorr [36], Levin [29] si Chaitin [19]; teoria complexitatii auto-
limitate a fost dezvoltata in special de catre Chaitin.
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1.2 Complexitati pentru numere naturale

Pentru numere naturale, daca vom considera reprezentarile pozitionale in
diferite baze de numeratie, putem sa consideram multimea numerelor natu-
rale ca fiind o parte a lui X*, mai precis N va fi constituita din toate cuvintele
de lungime unu si cele de lungime mai mare sau egala cu doi care nu incep
cu a;. Functia care va face corespondenta bijectiva intre N si aceste cuvinte
va fi number, : N — N definita prin

number,(0) = a1, number,(1) = as, ..., number,(p — 1) = a,,

number,(p) = asay, number,(p + 1) = asas, . .., number,(i), . ..
number, (i) este reprezentarea numarului natural ¢ in baza p folosind cifrele
din X™.
Notam [,(n) = l[(number,(n)).
Analog situatiei de la cuvinte, avem urmatoarele definitii pentru com-
plexitati:

Definitie 1.12 a) Fie f : N -+ N. Numim complezitatea Kolmogorov
indusa de f peste alfabetul X, functia partiala Kf : N — N, definita prin

K%(n) = min{l,(v)|lv € N, f(v) = n}.

b) Fie f : N x N — N. Numim complezitatea Kolmogorov conditionatd
indusa de f peste alfabetul X, functia partiala KJ’? :N x N - N, definita
pPTIN

Kf(nm) = min{l,(v)|v € N, f(v,m) = n}.

Fixind alfabetul X avem:

Teorema 1.13 (Campeanu [14]) a) Exista o functie p.r. U, : N — N,
numita algoritm uniform universal Kolmogorov, care are urmatoarea propri-
etate: pentru orice functie p.r. ¢ : N — N, ezistd o constantd naturald c
astfel incat

K, (n) < Kj(n) +c,

oricare ar fi n € N.
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b) Eristd o functie p.r. U, : N x N =+ N numitd algoritm universal
Kolmogorov care are urmatoarea proprietate: pentru orice functie p.r. ¢ :
N x N -2 N, ewistd o constantd naturald c astfel incat

K, (n|m) < Kg(n|m) + ¢,

oricare ar fin € N.

Demonstratie. Consideram urmatoarele functii:

T : number,(N) — number,(N), T(a;) = asay, T(x122---2) =
T1T1ToTy +  * TpXp Ay .

[ number,(N) — number,(N), f(z) = z, dacd exista y astfel ca
x=T(2)y, a; altfel,

g : number,(N) — number,(N), g(z) = y, daca exista z astfel ca
x=T(2)y, a; altfel.

a) Utilizind functia universali: ¢uni, : N X N — N, obtinem functia
U, : N = N definita prin:
Un() = Guniv, (number * ( f (numbery(x))), number, ' (g(number,(x)))).

Fie o : N — N, ¢ = ¢;.

K} (n) = min{l,(v)|v € N,¢(v) =n} =

min{l,(v)|v € N, ¢;(v) = n} = min{l,(v)|v € N, Quniv, (i,v) =n} =
min{l,(v)|v € N, Guniv, (i, v) = n, f(number,(i))} =
min{l,(v)|v € N, Un(numberp_lT(numberp(i), number,(v))) = n},
K7, (n) = min{l,(s)|s € N,Uy,(s) = n} = min{l,(v)|v € N,
Guniv, (number, ™ f(number,(s)), number, ' g(number,(s))) = n};
c=2-1,(i) +2

b) Utilizind functia universala ¢ypiv, : N x N x N — N, obtinem functia
U.: N x N - N definita prin:
Ue(x|m) = Guniv, (number, ' ( f (number,(z))), number,* (g(number,(x))), m)
Fie ¢ : N x N — N, ¢ = ¢;.

K} (njm) = min{l,(v)lv € N, ¢(v|m) =n} =
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min{l,(v)|v € N, ¢;(v|m) = n} = min{l,(v)|v € N, puniv, (i,v,m) =n} =
min{l,(v)|lv € N, Uc(numberp_l(T(numberp(i), number,(v))), m) = n}
K7, (n|m) = min{l,(s)|s € N, Us(s,m) = n} =
min{l,(v)|v € N, Guniv, (f (number,(s)), g(number,(s)),m) = n};
c=2-1,(i) + 2
O

Lema 1.14 (Campeanu [14]) Functia U, din Teorema 1.13 b) nu depinde de
alfabetul X .

Demonstratie. Fie ¢ : NxN — Nsin, m € N. Este suficient sa demon-
stram ca exista ¢; € N, astfel incat K (n|m) < Kj(n|m) + c1, daca exista
c € N cu K{;(njm) < K§(n|m) + c. Din definitia complexitatii Kolmogorov
deducem ca:

K (nlm) = min{ls(v)|U(v, m) = n}.

Distingem doua cazuri:

1) K%(n|m) < 00 gl

?) Kj(n|m) = oo.

In primul caz, rezulta ca exista numerele naturale vy si wq, astfel incat
lp(vo) = K (n|m) si l,(wo) = Kf(n|m) si vo, wo sunt cele mai mici cu aceste
proprietati. Deci

K (nlm) = ls(vo) st K;;(n|m) = ls(wy).
Deoarece exista ¢ € N cu [,(vg) < l,(wo) + ¢, exista ¢; € N astfel ca:
K (n|lm) < Kj(n|m) +ci.

In cazul al doilea, deoarece Kj(n|m) = min{l,(w)|¢(w, m) = n}, inegalitatea
ceruta este evidenta. O

Observatia 1.15 Constanta ¢; din lema anterioara depinde doar de p, s, U

$i .

Lema 1.16 (Campeanu [14]) Functia U,, din Teorema 1.13 a) nu depinde
de alfabetul X.
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Demonstratie. Similar cu demonstratia Lemei 1.14. O

Observatia 1.17 Constantele din Teorema 1.13 exista indiferent de numa-
rul literelor din alfabetul X, dar depind de el.
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Cuvinte si numere aleatoare

In acest capitol introducem notiunile de cuvant aleator Chaitin-Kolmogorov
si aleator Chaitin. Se introduce notiunea de cuvant Borel normal, cuvin-
tele aleatoare (Chaitin si Chaitin-Kolmogorov) suficient de mari (in sensul
ordinei cvasi-lexicografice) fiind Borel normale. Sa mai notam ca cele doua
multimi de cuvinte aleatoare (Chaitin gi Chaitin-Kolmogorov) sunt imune
(Teorema 2.7). Se da o conditie necesara si suficientd pentru reprezenta-
bilitatea testelor Martin-Lof prin calculatoare Chaitin (Teorema 2.15). In
sectiunea a doua se introduc notiunile de hazard algoritmic pentru numerele
naturale in reprezentare pozitionala. Astfel, vom defini ce intelegem prin
numar aleator intr-o anumita baza si numar p-normal. Vom arata ca nume-
rele aleatoare in baza p sunt p-normale. De asemenea, aratam ca multimea
numerelor naturale aleatoare intr-o baza oarecare este o multime imuna (Teo-
rema 2.25). In sectiunea a treia aratam ca orice numar aleator in baza p este
p-normal (Corolarul 2.34 gi Corolarul 2.35). Aceste rezultate sunt argumente
in favoarea adecvarii Definitiei 2.21.

2.1 Cuvinte aleatoare

Vom incepe acest capitol prin a introduce cateva definitii indispensabile stu-
diului fenomenului de hazard, fiind corespondentul legii numerelor mari din
statistica pentru monoizi liberi liber generati de multimi finite.

Definitie 2.1 (Calude [3]) Un cuvint nevid x € X* se numeste e-limiting

15
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¢ este un numar real pozitiv fixat 5 daca pentru orice 1 <1 < , L satisface
megalitatea:

‘ () ‘p‘ =5

unde N;(z) este numarul de aparitii ale literei a; in cuvantul x. O

Altfel spus, un cuvant este e-limiting daca toate literele apar in cuvantul
respectiv de aproape acelagi numar de ori. Notam z[n] = z;...x,, © € X*.
Daca pe x € X* 1l consideram ca fiind un cuvant peste alfabetul X™, atunci
notam noua sa lungime cu (" (x). Evident, daca m fl(z) atunci = ¢ (X™)*.
In acest caz, prin (" (x) vom Intelege lungimea in X™ a cuvantului w, w <, x
si l(x) — l(w) < m, adica lungimea celui mai mare prefix a lui = care are
lungimea multiplu de m. Pentru 1 < i < p™ N™(z) este numarul de aparitii
a celui de-al i-lea cuvant din X™ (in ordine cvasi-lexicografica) in x.

Definitie 2.2 Fieec >0 gt m > 1.
a) Spunem ca x € Xt este (e, m)-limiting daca

N (x)

m(z)

pentru orice 1 <1 < p™.
b) Spunem cax € X este Borel (¢, m)-normal dacd x este (e, j)-limiting,
pentru orice 1 < 7 < m.

Definitie 2.3 Fie m > 1.

a) Spunem ca x € X este m-limiting daca x este ( logl’d)(gc),m)-limitmg,
adica

Nr(e) . [log, 1)

Im(z) [(x)

pentru orice 1 <1 < p™.
b) Daca pentru orice m € N, 1 < m < log,log,l(z), x este m-limiting,
atunci spunem ca x este Borel normal.
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Daca notam:

> (n) = max H(z),

zeXn

o(n) = max K(z),

in virtutea rezultatelor din Chaitin [18] si Calude [3] avem:
> (n) =n+ H(string(n)) + O(1)

on) =n+0(1).

Un sir se numeste t-aleator daca complexitatea sa este mai mare sau egala
cu cea mai mare complexitate a cuvintelor de aceeasi lungime minus ¢. Astfel,
pentru complexitatile Chaitin gi Kolmogorov obtinem urmatoarele definitii:

Definitie 2.4 Un cuvant x se numeste t-aleator Kolmogorov daca
K(z) > l(z) —t.
Definitie 2.5 Un cuvant x se numeste t-aleator Chaitin daca
H(x) > Y (U()) — 1.
Multimile de siruri t-aleatoare le notam cu:
RANDE = {x € X*| H(x) > l(z) + H(string(l(x))) — t},

RANDE = {x € X*| K(x) > l(z) — t}.

In cazul in care t = 0, multimile de mai sus se scriu fara indicele ¢; sirurile
0-aleatoare se numesc si aleatoare. Mai notam:

RE = {r € X*|H(x) > l(x) —t}.

Avem:

m—t—1
card{z € X*|l(x) =m, x €non — RAND[} < Y p'=
i=0
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deci

mft_]_

card{n € N|l,(n) =m, n € RANDE} > p™ — .-

p—1

Teorema 2.6 (Calude [3]) a) Ezista m astfel incdt pentru orice x© €
RANDE cul(x) > m, x este Borel normal.

b) Ezistd m astfel incdt pentru orice v € RANDE cu l(x) > m, z este
Borel normal.

Teorema 2.7 (Calude [3]) a) Multimea RANDE este imund.
b) Multimea RANDE este imund.

2.1.1 Teste Martin-Lof

Definitie 2.8 O multime recursiv enumerabila V- C X* x N se numeste test
Martin-Léf (M-L) daca satisface urmatoarele conditii:

i) Vin € Ving1, unde V,, = {z € X*|(x,m) € V};

i) card{zx € V,, N X"} < 2L

Un test Martin-Lof se numeste secvential daca in plus este satisfacuta
proprietatea:

i1) x € Vp,, x este prefix al lui y implica y € V,,.

[ata cateva exemple:
Exemplul 2.9 a) Pentru l(z) > m, multimea
H(z,m)={(z,1),(x,2),...,(x,m)}

este un test M-L.
b) Daca H(x,m) este un test M-L, atunci mulfimea

H(z,m) = {(y,n)|lz =, y(,n) € H(z,m)}

este de asemenea un test M-L.
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Definitie 2.10 Un test M-L U se numeste universal daca, pentru orice alt
test M-L V', exista o constantd ¢ € N (care depinde de U $i'V ), astfel incat:
Veim C Uy, oricare ar fim € N\ {0}.
Teorema 2.11 (Calude [2]) Multimea
V() = {(z,m)|Ky(x|l(z)) < l(x) —m}
este un test M-L. Daca ¢ =1, atunci V(1) este universal.
Teorema 2.12 (Calude, Chitescu [7]) Mulfimea
V(C) = {(z,m)|He(z|l(z)) < l(x) —m}
este un test M-L.

Definitie 2.13 Spunem ca un test M-L V este test M-L reprezentabil
Chaitin daca exista un calculator Chaitin C, astfel incat V =V (C).

Lema 2.14 (Campeanu [13]) Fie W = V(C) un test M-L reprezentabil

Chaitin. Atunci
Z Z p—l(a:)+m+1 S 1.

m21my (x)=m

Demonstratie. Daca my(x) =m > 1, atunci Ho(z) = l(x) — m — 1, deci

Z Z p—l(a:)+m+1 _ Z Z p—l(m)-l—m—l—l <

mzlmy (z)=m m>1 He (z)=l(z)—m—1
Z Z p—l(x)+m+1 < Z Z p—l(y) < Z p_z(y) <1,
m21i(y)=l(z)—m~1 m>1  C(y,N)=s yedom(Cl)
Cly,\)== I(y)=l(z)—m—1

in virtutea faptului ca domeniul lui C) este liber de prefixe. O

Teorema 2.15 (Campeanu [13]) Fie V un test M-L. Atunci V' este un test
M-L reprezentabil Chaitin daca si numai daca

Z p—l(m)-l—m—l—l <1.
(z,m)eV
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Demonstratie. In virtutea inegalitatii

Z p—l(m)-l—m—l—l < 1’
(z,m)eV

putem utiliza Teorema Kraft-Chaitin (v. Calude [3]) pentru a construi (efec-
tiv), pentru orice (xz,m) € V, cuvantul u,,, € X*, astfel incat (ugm)(@m)ev
este libera de prefixe si l(uz.,) = U(z) — m — 1. Construim calcula-
torul C @ X* x X* = X*, Clugm,\) = x. Fie (x,m) € V, deci
dom(C)) = {ugm| (x,m) € V}. Cum C(ugym,\) = =, avem

He(z) < lugm) =1U(z) —m—1<I(z) —m,
deci (z,m) € V(C).

Reciproc, din (x,m) € V(C) rezulta ca Heo(z) < I(z) — m,
adica min{l(y)| C(y,A\) ==z} < Il(x) — m.  Deoarece dom(C,) =
{tugm| (x,m) € V}, va rezulta ca exista n astfel incat C(uz,, A) = x i
lugn) < l(x) —m, si (x,n) € V. Dar l(uz,) = l(z) —n — 1, deci
l(z) —n—1 < l(z) — m; de aici m < n + 1. Dar (x,n) € V, deci
(x,m) € V(m <n). O

Pentru orice test M-L V' asociem functia ¢y : N, — N, data de

qv(m) = Z p .

my (x)=m

(Sa notam ca gy poate sa nu fie recursiva, deoarece V' nu este intotdeauna
recursiv!).

Corolar 2.16 (Campeanu [13]) Dacd qy(m) < p~>™2 pentru orice m,
atunci V' este reprezentabil Chaitin.

Demonstratie. Datorita relatiilor

Z pfl(m)erJrl _ Z Z pfl(:v)erJrl

(z,m)eV m2>1my (z)=m

= > " qv(m)

m>1
<> p <,
m>1

putem utiliza Teorema 2.15 pentru a arata ca V este reprezentabil Chaitin.
O
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Definitie 2.17 Spunem ca testul M-L V este un test M-L scufundabil
Chaitin daca ezista un calculator Chaitin C astfel incat V C V(C).

In contrast cu situatia de la complexitatea Kolmogorov, unde nu se
cunoaste decat o conditie necesara dar nu si suficienta, pentru complexitatea
Chaitin putem sa demonstram urmatorul rezultat:

Corolar 2.18 (Campeanu [13]) Un test M-L este scufundabil Chaitin daca
st numat daca este reprezentabil Chaitin.

Demonstratie. Daca V este reprezentabil Chaitin, atunci evident el este
scufundabil Chaitin. Reciproc, utilizam Definitia 2.17 si Teorema 2.15: exista
un calculator Chaitin C' astfel incat V' C V(C') si V(C) este reprezentabil,

deci
Z pfl(:v)erJrl < Z pfl(:v)erJrl <1.0
(z,m)eV (z,m)eV(C)
Exemplul 2.19 a) Testul M-L H(x,m) este reprezentabil Chaitin dacd gi
numai daca l(z) > m + 1.

b) Orice test secvential M-L nu este reprezentabil Chaitin.
Teorema 2.20 Testele universale M-L nu pot fi reprezentabile Chaitin.
Demonstratie. Fie W = V(C). Daca W ar fi universal, atunci pentru
orice test M-L V', exista ¢ € N astfel incat:
Vinte € W,,, oricare ar fi m € N.

De aici rezulta ca
1> Z p—l(a:)+m+1 > Z p—l(a:)—i—m-l—l. (21)

z€Wm TEVm—te
Luam V test secvential M-L, m € N, V,,,. # 0 si x,, € V,,,.. Pentru orice
T € Vipge, * =, y implica y € V1, deci:

Z pfl(:v)erJrl :perl . Z pfl(:v) >

l‘evm+c xevm«kc
pm-‘rl i Z p—l(m) — p—l(mm)—i—m-l—l . Z p—l(x) = 00,
Tm=pT reX*
adica:
S optEEmil = oo, (2.2)
IGVm+c

Din 2.1 gi 2.2 rezulta o contradictie, deci W nu poate fi universal. O
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2.2 Numere aleatoare

Folosind argumentele de la cuvinte, definim numerele aleatoare in baza p
astfel:

Definitie 2.21 Un numar natural se numeste t-aleator in baza p daca com-
plexitatea sa Kolmogorov in baza p este mai mare sau egala cu lungimea
reprezentarii sale in baza p minus t.

Notam cu:
RAND} = {n € N|K?(n|l,(n)) > l,(n) — t},
uRAND}] = {n € N|K?(n) > l,(n) — t}.

Observatia 2.22 Sunt douda categorii de numere naturale aleatoare: una
definita cu ajutorul complexitatii uniforme, iar cealalta cu ajutorul com-
plexitatii conditionate.

In continuare vom studia ambele multimi de numere naturale aleatoare,
ele avind proprietati asemanatoare.

Teorema 2.23 (Campeanu [14]) Daca n € uRANDY atunci

n e uRANDfS(ptH).
Demonstratie. Daca n € uRANDY, atunci n # U,(r) pentru nici un r
natural cu l,(r) < l,(n) —¢t. Daca n ¢ uRAND] 1), atunci existd z astfel

incat I4(z) < ls(n) — I,(p"™) sin = Uy,(2). Avem:

[log, 2] + 1 < [log,n] + 1 — [log, p"™'] — 1,

deci
log, z + 1 < log,n — [log, p'™] — 1,
adica
log, z < log,n — log, p'*.
De aici

z < n/p™t deci 1,(2) < I,(n) —t,

ceea ce Inseamnd ca n ¢ uRANDY. O
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Corolar 2.24 (Campeanu [1}]) Daca n € uwRANDY, atunci n €
uRAND;, ., unde c este o constantd care depinde de p, s sit.

Demonstratie. Luam c astfel incat I,(p'™) —t < c. O

Ne putem pune in mod natural intrebarea urmatoare: “ Cat de multe
numere aleatoare in baza p de lungime m exista 7 7 Raspunsul la aceasta
intrebare este dat de evaluarile:

card{n € N|l,(n) =m, n € non — RAND?} <

; (p—l)-pt‘1+1=(p—1)-pf1

card{n € N|l,(n) =m, n € RAND}} >
<p _ 1) .pmfl _pmftfl — pmftfl . <<p - 1) .pt - 1).
De asemenea, avem

card{n € N|l,(n) =m, n € non —uRAND}} <

m—t—1 pmftfl -1

Z p—1-p'+1=(p—1)-

7

p—1
deci
card{n € N|l,(n) =m, n € uRAND}} >

<p _ 1) .pmfl _pmftfl — pmftfl . <<p - 1) .pt - 1).

2.2.1 Imunitate pentru numerele aleatoare in baza p

Fixam doi algoritmi universali U, si U.,.

Teorema 2.25 (Campeanu [14]) Multimile RANDY si wuRANDY sunt
maune.
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Demonstratie. Mai intai, vom demonstra teorema pentru RANDY. Pre-
supunem ca exista o functie recursiva F astfel incat F(N) C RANDY?,
F = ¢;. Construim functia auxiliara g definita prin recurenta primitiva
de ecuatiile
9(0,z) = F(0),
g(n+1,2) = F(min{m| F(m) > p""", F(m) > g(n,)}).

Deoarece F este recursiva, g este partial recursiva. Dacan,v € N, n € domg,
atunci K2 (g(n)|v) = l,(n), deci

K(g(n)v) <l,(n) +c.

De aici, deoarece
g(N) € F(N) € RANDY,
lp(g(n)) —t < KP(g(n)[ly(g(n))),
deci
l,(g(n)) —ly(n) < c+t, oricare ar fi n € N.

Dar 1,(g(n)) > 1,(p*") > p', deci
lp(g(n)) = lp(n) = p" = ly(n);

prin urmare,
pn - lp(n) S c+ t>

deci n < ¢+ t. Rezulta card(domg) < ¢ + ¢. Din definitia lui g deducem

c+t

card(domg) < p? = + 1.

De aici, rezulta ca RAN DY este imuna.
Pentru uRAN D? putem utiliza o constructie similara, folosind de aceasta
data functia:

f:N =N,
f(0) = F(0),
f(n+1) = F(minm|F(m) > p*" ™ F(m) < f(n)

in loc de g. O
Deci, am demonstrat ca multimea numerelor aleatoare in baza p este o
multime imuna.
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2.2.2 Uniformitatea numerelor aleatoare

Pentru numere, corespondentul pentru notiunea de e-limiting este notiunea
de numar e-p-limiting.

Definitie 2.26 Fiep € N, p > 2, x € N si ¢ > 0. Spunem ca x este
e-p-limiting, daca

NP(x) 1

lp()
unde NY(z) este numarul de aparitii ale celei de a i-a cifre din baza p in x,
acesta fiind reprezentat de asemenea in baza p.

< g, pentru orice 1 <1 < p,

Definitie 2.27 Fie p > 2. Numarul natural x se numeste p-limiting, daca

, pentru orice 1 <1 < p.

NP(z) 1 log, I,(x)
) ’ N\ L

lp(z) p
Definitie 2.28 Fie x un numar natural. x este p-normal daca x este q-
limiting pentru orice 2 < q < p.

Observatia 2.29 Daca x este p-normal si 2 < q < p, atunci x este q-
normal.

Fapt 2.30 (Natanson [32]) Pentru orice numere naturale n > k > 0 gi
x > 0 numar real, avem:

> < Z ) (k—n-2)%2*1—2)"*=n-2(1-2).
k=0
Utilizind Faptul 2.30 vom da in continuare cateva rezultate privind nu-

merele p-normale:

Lema 2.31 Urmatoarele inegalitai sunt adevarate:

P (p—1)°
n-e?

P (p—1)°
log,n

card{z € N|l,(x) = n, x nu este e-p-limiting} <

I

card{x € N|ly(x) = n, x nu este p-limiting} <
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Demonstratie.

card{z € N|[,(z) = n, z nu este e-p-limiting} =

n

>

card{z € N|l,(z) = n, exista 1 <i <p, N/ (z) =
k=0

k}

E_dl>e
p

n

>

k=20
E-1l>e

card{z € N|l,(z) = n, N{(z) = k}+

n

>

card{z € N|[,(z) =n, exista 2 < i <p, N(z) =k} <
k=0

E_ls¢
nop
n—1
> card{z € N|l,(z) = n, N{(z) = k}+
k=0
E_lis¢
nop
p n
S Y cand{weN|iy) = n, N(2) =k} <
1=2 k=
21> ¢
noop
n—1
n—1 n—k
> ( B )( )"
k=
|E l|>€
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k=1
E_lls ¢
nop
o n—1 n—k+1 = n—1 n—k+1
> R VRS Vit DS L ey <
k= k=
k_ l| > e E_ l| > €
n P n p
n n n n (E _ l)2
Z ( ) ) (p_ l)n—k-i-l < Z ( L ) (p_ 1)n—k+1 n EQP —
k=0 h=0
E_ll>e
nop
k
" 1 1 —1)p" —1)%p"
Z<n><k_ﬁ>2<1__)nk<_> (p : 2)p _ @ 2)p .
o\ k p p D nse ne
Luind
o lnglp(fL')
£ = _r - 7
Lp(z)
obtinem:
n—2 -1 2
card{z € N|[,(z) = n, x nu este p-limiting} < w O
log, n

Fie (¢;)ien 0 godelizare acceptabila Rogers. Fixam doi algoritmi univer-
sali U, si U, U, = ¢;, U. = ¢, si doua functii recursive g, g, : NxN — N,
astfel incat

KP(x) < K§,(x) + qu(j, 1) s KP(z|m) < K§ (z|m) + qc(k, ©).

Teorema 2.32 Pentru orice p € N, p > 2 ewmista un numar natural

M (p,t)( care depinde p sit), astfel incat pentru orice n € N cun > M(p,t)
sin € uRAND?, rezultd cd n este p-limiting.

Demonstratie. Fie f: N — N functia recursiva definita prin:

f(z) = al z-lea numar ce nu este p-limiting si [,(z) > p.
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Daca z € N nu este p-limiting, atunci

K2() <1, (lfi) vl 1)2) -

Pl logpl
2 p(2) !
p—1 p
(5 2 ) <
P ( p Ml logpl)

p—1 2 lf) pl p—1 2 lf) pl
[ <—> <log <—> + log +1<
g p I=p+1 \/ logp l P p P l=p+1 \/ logp l

log,, I(2)
Daca f = ¢;,, atunci
KP(z) <ly(z) +4— % log, log, ,(2) + 4 + qu(if, p).
Luind
M (p,t) = min{n € N| — %logp log, I,(2) +4 + qn(iy,p) < —t},

rezultd cd K?(z) < l,(z) — t, deci z € non — wuRANDY. Acum, rezultatul
este evident. O

Corolar 2.33 Pentru oricep € N, p > 2, exista un numar natural C M (p,t)
astfel incat, pentru orice n € RANDY cun > CM(p,t), rezulta ca n este
p-limiting.

Demonstratie. Luam CM(p,t) = M(p,t + gn(u,p)). O

Corolar 2.34 Pentru orice p € N, p > 2, existd un numar natural L(p,t)
astfel incat pentru orice n € wuRANDY, n > L(p,t), rezulta ca n este p-
normal.

Demonstratie. Luim L(p,t) = max {M(s,l,(p""™)}. O

2<s<p
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Corolar 2.35 Pentru orice p € N, p > 2, exista un numar natural C'L(p,t)
astfel incat pentru orice n € RANDY, n > CL(p,t), rezulta ca n este p-
normal.

Demonstratie. Luam CL(p,t) = Jnax {M(s,1(p"™)} + gu(u,s). O
SSP



3

Topologii constructive

In acest capitol vom prezenta unele topologii induse de relatii recursive de or-
dine partiala. Pentru prima oara aceste notiuni au fost introduse si studiate
in Zimand [38], unde a fost definita multimea recursiv rard pentru cazul binar
si ordinea prefix. Definitia multimii recursiv rare aparea restrictiv, conditia
2) din Definitia 1 [38] fiind indeplinita aproape peste tot. Pentru relatii de
ordine nemarginite, definitia lui Zimand este echivalenta cu definitia naturala
data in acest capitol, unde am cerut ca 2) sa fie indeplinita peste tot (Definitia
3.6). Acest rezultat este evidentiat prin Propozitia 3.7. Teorema 3.8 este o
generalizare a Propozitiei 3 din Zimand [38] ce da o conditie suficienta ca sa
existe multimi rare care nu sunt recursiv rare; ordinile prefix si sufix satisfac
aceasta conditie. De asemenea, in Propozitia 3.11 studiem o conditie sufi-
cienta pentru ca o multime rara sa fie recursiv rara si orice multime care nu
este rara sa fie densa, ordinile infix, hipercod, masking si prefix-masking sat-
isfacind aceasta din urma conditie. Sunt introduse notiuni noi, ca multime
aproape rard, aproape recursiv rard, i aproape densd (Definitia 3.13). Aces-
tea sunt utile in special in studiul relatiilor de ordine marginite (v. capitolul
urmator si Exemplul 3.3). Multimile aproape (recursiv) rare (dense) sunt
diferite de multimile (recursiv) rare (dense) daca relatia de ordine consid-
erata este marginita, Teorema 3.17 i Teorema 3.16.

In sectiunea a doua sunt date definitiile multimilor (aproape) rare, dense,
recursiv rare, dar de aceasta data pentru topologii induse de relatii de ordine
pe multimea numerelor naturale (Definitiile 3.25 i 3.31). Ca si in cazul cu-
vintelor, multimile aproape (recursiv) rare (dense) coincid cu cele (recursiv)
rare (dense), daca topologiile considerate sunt generate de o relatie de ordine

30
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nemarginita, teoremele 3.33 si 3.34.

3.1 Topologii pe cuvinte

Pentru o relatie de ordine recursiva pe X*, topologia ordinei este topologia
generata de multimile U, = {y € X*|z <y}, x € X*. O relatie de ordine este
nemarginita daca pentru orice cuvant x si orice numar natural n, putem gasi
un cuvant y, * < y i l(y) > n, adica pentru orice cuvant putem sa gasim un
alt cuvant mai mare decat primul (relativ la ordinea considerata), de lungime
oricat de mare dorim. O relatie de ordine este total marginita daca pentru
orice cuvant x exista un numar natural n, astfel incat x < y implica I(y) < n.
O relatie de ordine este marginita daca nu este nemarginita. Orice relatie de
ordine total marginita este marginita.

Exemplul 3.1 (Calude, Campeanu [5]) Urmatoarele relatii sunt relatii de
ordine recursive §i memdrginite (utilizam w = wijwg - -w,, (w) = n, g
V=010 Uy, L(0) = M5 a < ag < ag < --- < a, este ordinea pe X):

(1) w =, v ddaca exista u € X*, v =wu (ordinea prefix ),

(2) w <5 v ddaca erista u € X*, v = uw(ordinea suffiz),

(3) w =; v ddaca existd u,x € X*, v =uwz (ordinea infiz),

(4) w =<, v ddaca existd uy,---Upp1 € X*, U = ujwils - UpWylpsq
(ordinea hipercod),

(5) w = v ddacd wy,_; < Vi, pentru orice 0 < i < min(m,n) — 1 si
daca n > m, atunci w; = ay, pentru toti 1 < j < n —m (ordinea masking),

(6) w =pm v ddaca l(w) < l(v) st w; < v, pentru toti 1 < ¢ < [(w)
(ordinea prefix-masking),

(7) w 24 v ddaca w <, v si w <; v (ordinea 2-ps-coduri),

(8) w =, v ddaca existd x,y,z € X*, w 2, v sau w = Ta;y, v = T4z CU
i < 7, (ordinea lexicografica).

Exemplul 3.2 (Calude, Campeanu [5]) Daca = este o relatie de ordine re-
cursivd (nemarginita) pe X* gi f + X* — X* este o functie recursiva bijectiva,
atunci relatia de ordine partialda definita prin x <y y ddaca f(z) 2 f(y), este
recursiva (nemarginitd,).

Exemplul 3.3 (Campeanu [12]) Pentru x,y € X* spunem cd x =<, y dacd
=y sau erista v’ 2, x, Yy 2y, #2,y#FY, () =UY) si Y,
o Fy
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Observatia 3.4 De exemplu asaia,a1 =<y asas, dar ay $i ayasa; sunt incom-
parabile; mai mult, <; este o relatie de ordine recursiva marginita $i pentru
orice n € N, ea este totala pe X™.

Topologia generata de aceste relatii de ordine este un spatiu 7j, care nu
este T} (in cazurile netriviale). Inchiderea unei multimi A in acest spatiu
este:

A={r e X*| exista z€ A, z < z}.

Lema 3.5 Pentru A C X* siw € X*, urmatoarele trei afirmatii sunt echiva-
lente:

(i) AnU, =10,

(ii)) ANU, =0,

(iii) w ¢ A.

Demonstratie. Vom demonstra ca (i)=-(ii)=-(iii).

Considerind (i) adevarata avem: oricare ar fi w < z = ¢ A, deci daca
w =<2z six € A, atunci existd y € A astfel incat: w <z, v < ysiy € A,
adica w <y si y € A, ceea ce este imposibil, deci (i) implica (ii).

Daca (ii) este adevarata, atunci oricare ar fi y € A daca ¢ <y y & Uy,
rezultd cum w € U, w A y, oricare ar fi y € A, deci w ¢ A; deci (ii) implica
(iii).

Daca (iii) este adevarata, atunci oricare ar iw <z, x ¢ A, deci ANU,, =
() si demonstratia este incheiata. O

O multime este densa daca A = X*. Pentru mai multe detalii privind
topologia, recomandam Jiirgensen [23] si Kelley [24].

Intr-un spatiu topologic o multime este rara daca interiorul aderentei este
vid, adica daca inchiderea sa nu contine deschisi; in cazul in care avem o baza
pentru topologia studiata, o multime este rara daca inchiderea sa nu contine
nici o multime deschisa din baza. Definim conceptul de multime recursiv
rara. Aici trebuie nu numai sa demonstram ca nici o multime deschisa nu
este cuprinsa in inchiderea sa, ci chiar sa gasim o dovada efectiva pentru acest
lucru. Reformulind, A este recursiv rara daca U,, € A pentru nici un w € X*
in mod recursiv, adica putem gasi in mod recursiv pentru orice w € X* un
cuvant v € X*, astfel incat v ¢ A. Obtinem astfel urméatoarea definitie:
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Definitie 3.6 O multime A se numeste recursiv rarda daca ezxista o functie
recursiva r : N — N astfel incat:

1) string(n) =< string(r(n)),
2) Ustring(r(n)) NA= (by
pentru toti n € N.

Aceasta definitie este o generalizare a celei date de Zimand in [38], acolo
fiind cerut ca (2) sa fie indeplinita doar de la un anumit rang incolo (aproape
peste tot). Totusi, daca relatia de ordine este nemarginita, cele doua definitii
sunt echivalente:

Propozitia 3.7 (Calude, Campeanu [5]) Presupunem ca = este recursivd
st nemarginita. O mulfime A C X* este recursiv rara daca si numai dacd
exista o functie recursiva f : N — N si un numar natural i, astfel incat
string(n) =< string(f(n)), pentru toti n € N $i Ugpring(r(ny) N A = 0, pentru
toti n cu l(string(n) > i.

Demonstratie. Definim functia recursiva ¢ : N — N, prin
q(n) = min{m > O|string(n) < string(m) si l(string(m)) > i}.
Luam r = f oq. Avem
string(n) = string(q(n)) = string(f(q(n))) = string(r(n)).
Dar I(string(q(n))) > ¢ implica
Ustring(r(n)) N A = Ustring(f(g(my)) N A = 0.0

Teorema 3.8 (Calude, Campeanu [5]) Presupunem cd < este recursivd gi
nemarginita $i in plus, ca exista o functie recursiva s : N — X* astfel
incat:

(*) daca pentru orice i,j € N exista x astfel ca s(i) < x si s(j) =2 =z,
atunci v = j;

atunci exista o mulfime rara care nu este recursiv rard.
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Demonstratie. Fie (¢,)n>0, ¢, : N — N o godelizare acceptabild Rogers
a functiilor partial recursive. Definim multimea A = {string(t,)n > 0},
unde ¢, este definit doar pentru ¢,(n) # oo si

t, = min{j € N|s(n) = string(j), [(string(j)) > l(s(n)) + ¢n(n)}.

Afirmam ca A este rara, dar nu este recursiv rara. Intr-adevar, daca
presupunem ca A nu este rara, atunci exista z € X* astfel incat U, C A.
Deci exista n > 0 astfel Incat

x =X string(t,), s(n) = string(t,), l(string(t,)) > 1(s(n)) + ¢n(n).

Luam un cuvant z, string(t,) = z si l(z) > l(string(t,)). Evident, z € U,.

Vom demonstra ci z ¢ A, o contradictie. Pentru z € A, existd m > 0 si w
astfel incat
s(m) 2w, z 2w, l(w) = I(s(m)) + ¢m(m)

i w este cel mai mic cuvant (in raport cu ordinea cvasi-lexicografica) avand
proprietatile de mai sus. Deci

s(n) X string(t,) < z S w, s(m) < w;

din (*), n = m adica [(string(t,)) = 1(2).
Demonstram acum prin reducere la absurd ca A nu este recursiv rara.
Presupunem ca exista o functie recursiva r : N — N astfel incat

string(n) = string(r(n)) st AN Uspringrn)) = 0,

pentru toti n € N.
Fie f,g: N — N functiile recursive date de relatiile:

string(f(n) = s(n) si g(n) = U(string(r(f(n)))) — U(string(f(n))).

Mai intai, sa remarcam ca string(r(f(n))) ¢ A, pentru nici un n > 0,
deoarece

string(r(f(n))) € Usring(rn)) §1 A N Ustring(r(sn))) = 0.

Apoi, g(n) # ¢,(n) pentru toti n > 0. Daca exista n > 0 cu g(n) = ¢,(n)
atunci alegem cel mai mic j > 0 cu

s(n) = string(j) si l(string(j)) = 1(s(n)) + ¢n(n) = U(string(r(f(n))));
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string(j) = string(r(f(n))); deci string(r(f(n))) € A.

In final, fie i > 0 cu g = ¢;. Deoarece g este totald, avem g(i) = ¢;(i) # oo,
o contradictie. O

Exemplul 3.9 (a) Ordinile suficx si prefix satisfac ipoteza Teoremei 3.8.
Spre exemplu, pentru ordinea sufix putem sd luam s(i) = a,ab.

(b) Daca = este partial recursiva si nemarginita avind proprietatea (*) in
raport cu s, atunci relatia de ordine <; are aceeagi proprietate pentru f~1os.

Observatia 3.10 Teorema 3.8 a fost demonstrata in Zimand [38] in cazul
binar pentru ordinea prefix.

Propozitia 3.11 (Calude, Campeanu [5]) Presupunem ca =< este recursivd,
nemarginita si filtranta la dreapta. Atunci

(i) orice mullime rard este recursiv rard,

(i1) orice mulfime care nu este rara este densa.

Demonstratie. (i) Fie z € X* astfel ca U, N A = () si definim functia
recursiva f : N — N prin

f(n) =min{i € N|z < string(i) si string(n) < string(i)}.
Evident
string(n) = string(f(n)) st Usping(sny) VA C U.NA= 0.

(ii) Fie A € X* o multime care nu este rard, adica existd w astfel ca
Uy, CA. Fiex e X*. Luam y € X* astfel ca w <y i x <y. Avem
relU,CU,CA=A0

Exemplul 3.12 Ordinile infix, hipercod, masking si prefix-masking, satisfac
wpoteza Propozitier 3.11.

Prin expresia “pentru aproape toti n € N”, vom intelege “exista o
multime finitd A C N, astfel incat n € N\ A”.
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Definitie 3.13 a) O multime A C X* se numeste aproape densd, dacd A =
X* aproape peste tot (adicd X*\ A este finitd).

b) O mulfime A C X* se numeste aproape rard, dacd pentru aproape toti
r € X* exista y (care depinde de x) astfel incit U, N A = 0.

c) O mulfime A C X* se numeste aproape recursiv rard, dacd existd o
functie recursiva r : N — N astfel incat:

c1) string(n) < string(r(n)),

c2) Ustring(r(nyy) N A = 0,
pentru aproape tofi n € N.

Observatia 3.14 a) Orice multime aproape recursiv rard este aproape rard;
b) orice mulfime (recursiv) rara este aproape (recursiv) rara;
c) orice mulfime densa este aproape densd;
d) exista multimi aproape dense care nu sunt dense;
e) exista mulfimi aproape recursiv rare care nu sunt recursiv rare.

Observatia 3.15 Multimea recursiv rara din Definitia 1 din Zimand [38]
este in cazul de fata intre multimea aproape recursiv rara $i multimea recursiv
rara.

Teorema 3.16 (Campeanu [12]) Daca < este nemdrginilta, atunci orice
mulfime aproape densd este densa, si orice mulfime aproape (recursiv) rard
este (recursiv) rard.

Demonstratie. Fie A = X* aproape peste tot si A # X*. Atunci
X*\NA={z1,29,- -, 2.}, n > 0.

Fie m = max{l(z;)|1 < i < n} + 1, deci pentru fiecare x; putem gasi un
2 € X*, x; < 251 1(z;) > m. Deoarece [(z;) > m, atunci z; € A, deci z; € A,
o contradictie, deci daca A = X* a.p.t. atunci A = X*.

Fie A astfel incat daca x ¢ {xy, 29, -+, x,} atunci, exista z astfel incat
r=zsi ANU, = 0. Fie g = x;, 1 < i < n. Relatia < este nemarginita,
deci luind m = max{l(x;)|1 <i < n}+ 1, atunci exista un w, cu l(w) > m

si o < w. De aici w ¢ {x1, 29, -, 2, }, deci ANU, =0 51 29 < w.
Fie A astfel incat exista o functie recursiva r : N — N, cu proprietatea
ca, daca x = string(u) ¢ {xy,x, -, x,}, atunci

string(u) =< string(r(u)) st AN Usring(riu)) = 0.
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Luam din nou m = max{l(z;)|1 <i < n}+ 1. Deoarece < este nemarginita,
functia s : N — N definita prin

s(u) = min{q € N|string(u) < string(q), m < l(string(q))}
este recursiva si pentru toti u € N
string(u) = string(r o s(u)), AN Uspring(ros(u) = 0. O

Teorema 3.17 (Campeanu [12]) a) Daca = este o relatie de ordine (recur-
siva) marginita pe X*, astfel incdt pentru orice w € X*,

card{r € X*|x 2 w} < o0, (3.1)

atunci ezista mulfimi aproape (recursiv) rare care nu sunt (recursiv) rare.
b) Daca = este marginita pe X*, atunci exista mulfimi aproape dense,
care nu sunt dense.

Demonstratie. Deoarece < este marginita, exista macar un cuvant w
w € X*, astfel incat w este maximal in raport cu <. Luam A = w si
B = X*\ A. Se arata ugor ca A este aproape rara, dar nu este rara gi B
este aproape densa, dar nu este densa (pentru punctul b) conditia 3.1 nu este
necesara). O

Observatia 3.18 In teorema anterioara este suficient sa cerem ca = sa aiba
cel putin un element maximal ce satisface 3.1, in loc de = marginita.

Exemplul 3.19 a) Daca < este definita prin v < x, x < X, oricare ar fi
x € X*, atunci multimea A = {\} este densd si aproape rard in T(=X) gi
B = X*\ A este recursiv rara gi aproape densa.

b) Fie N € N. Daca < este definita prin x < x, x < A, oricare ar fi
x € X* l(x) < N, atunci multimea A = {\} este aproape rarda dar nu este
rara in 7(=X) gi B = X*\ A este aproape densa si nu este densd.

¢) Ordinea anti-lexicograficd =<y

T2y S Y,

nu satisface conditia 3.1, dar este marginita (A este cel mai mare element).
Aici, orice mullime aproape recursiv rard este recursiv rard.
d) Ordinea prefiz satisface conditia 3.1, dar nu este marginita.



38 Topologii constructive

3.2 Topologii pe multimea numerelor
naturale

Fie < o relatie de ordine pe N si consideram relatia de ordine corespunzatoare
din number,(N). number,(z) =P number,(y) daca si numai daca z < v.
In N considerim multimile U, = {y € N|z < y}. Acestea, ca si in cazul
cuvintelor, constituie o baza de topologie pentru topologia generata de relatia
de ordine 7 <”. O relatie de ordine < este nemarginita, daca oricare ar fi baza
de numeratie g, oricare ar fi x € N si oricare ar fi n € N, exista y € N astfel
incat z <y si l,(y) > n.

Exemplul 3.20 Fizam alfabetul X. Urmatoarele relatii sunt relatii de or-
dine recursive gi nemdrginite: (utilizam number,(w) = wiws - - - wy, l,(w) =
n, si number,(v) = v1vy - - - Uy, (V) =m):

(1) w =, v ddacd w = v sau existc u € N, number,(v) =
number,(w)number,(u) (ordinea prefiz ),

(2) w =<5 v ddaca w = v sau exista u € N, number,(v) =
number,(u)number,(w) (ordinea suffiz),

(3) w =; v ddaca w = v sau exista u,xv € N, number,(v) =
number,(u)number,(w)number,(x) (ordinea infiz),

(4) w = v ddacd w = v sau existd uy,- -+ Upy1 € N, numbery(v) =
number,(uy) wy number,(uz) - - - number,(u,) w, number,(u,4+1) (ordinea
hipercod),

(5) w =, v ddaca m > n §i wy_; < Vi, pentru orice 0 < i < n—1
(ordinea masking),

(6) w =, v ddaca l(w) < l(v) st w; < v, pentru toti 1 < i < [(w)
(ordinea prefiz-masking),

(7) w =4 v ddaca w <, v si w <5 v (ordinea 2-ps-coduri),

(8) w =, v ddaca w =<, v sau exista x € N,y,z € X*, number,(w) =
za;y, number,(v) = za;z cui < j, (ordinea lexicografica),

(9) w <, v ddaca ezista x € N cuv = x-w (ordinea datd de divizibilitate).

Observatia 3.21 Relaiile (1)-(8) din exemplul anterior sunt introduse
asemanator ca cele pe X* din Exemplul 3.1, dar nu sunt neaparal imaginea
prin number;l a relatiilor induse pe number,(IN).
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Exemplul 3.22 (Campeanu [14]) Daca =< este o relatie de ordine recursiva
(nemarginita) pe N si f : N — N este o functie recursiva bijectiva, atunci
relatia de ordine partialda definita prin: x <y y ddaca f(x) < f(y), este
recursivd (nemarginita).

Exemplul 3.23 Pentru x,y € N spunem ca z =; y daca x =y, sau exista
g2y 2y, aF, yFY L) =LY) sial [y £y
Observatia 3.24 De exemplu, number;l(agalalal) =y number;l(agag),
dar number, Yay) si number, Yayaray) sunt incomparabile; mai mult, =,
este o relatie de ordine recursiva marginita si pentru orice n € N este totala
pe number, ' (X™).

La fel ca pentru cuvinte, topologia generata de aceste relatii de ordine este
un spatiu Tj care nu este 77 (in cazurile netriviale). Calculind inchiderea unei
multimi A in acest spatiu obtinem: A = {x € Njexistd 2 € A, x < z}. La
fel ca in cazul cuvintelor avem ca, pentru A C N si w € N, urmatoarele trei
afirmatii sunt echivalente:

(i) AnU, =10,

(i) AnU, =0,

(iii) w ¢ A.

Demonstratia este imediata (urmam aceiasi pasi ca in cazul cuvintelor).

O multime este densa daca A = N.

Definitie 3.25 O multime A C N se numeste recursiv rara, dacd existd o
functie recursiva r : N — N, astfel incat urmatoarele doua conditit sunt
adevarate pentru tofi n € N:

1)n <r(n),

2) AN Ur(n) = 0.

Propozitia 3.26 Presupunem ca =< este recursiva si nemarginita. O
multime A C N este recursiv rard daca st numai daca existd o functie recur-
siwa f: N — N gi un numar natural i, astfel incat n < f(n), pentru toti
n €N §i Uppy NA =0, pentru toti n cun > 1.

Demonstratie. Similar cu demonstratia Propozitiei 3.7, luind ¢ : N —
N, definita prin
qg(n) =min{m >0|n I mgim > i}

sir=foq O
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Teorema 3.27 (Campeanu [14]) Presupunem ca =< este recursiva §i
nemarginita si in plus ca exista o functie recursiva s : N — N astfel incat:
(**) daca pentru orice 1,5 € N ezista x astfel ca s(i) 2 x si s(j) < z,
atunct © = j;
atunci exista o multime rara care nu este recursiv rara.

Demonstratie. Pasii demonstratiei sunt aceiasi cu cei din Teorema 3.8,
multimea
A = {string(t,)|n > 0},

unde t,, este definit doar pentru ¢, (n) # oo si
tn =min{j € N|s(n) = j,j > s(n) + ¢n(n)},

fiind rara, dar nu si recursiv rara. O

Exemplul 3.28 (a) Ordinile sufiz si prefiz satisfac ipoteza Teoremei 3.27.
Spre exemplu, pentru ordinea sufiz putem sd ludm s(i) = aab.

(b) Daca =< este partial recursiva gi nemarginita avind proprietatea (**)
in raport cu s, atunct relafia de ordine =<y are aceeasi proprietate pentru
flos.

Propozitia 3.29 Presupunem ca = este recursiva, nemarginita si filtranta
la dreapta. Atunci

(i) orice multime rara este recursiv rara,

(i) orice multime care nu este rard este densd.

Demonstratie. (i) Similar cu (i) din Propozitia 3.11, luind functia recur-
sivi f: N — N,

f(n) =min{i € N|z <isin =i}
(ii) Similar cu (ii) din Propozitia 3.11. O

Exemplul 3.30 Ordinile infiz, hipercod, masking si prefiz-masking, satisfac
ipoteza Propozitier 3.29.
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Definitie 3.31 a) O multime A C N se numeste aproape densd, daca
inchiderea sa A = N aproape peste tot (adicd N\ A este finitd).

b) O multime A C N se numeste aproape rara dacd pentru aproape toti
z € N exista y (care depinde de x) astfel incit U, N A = 0.

c) O multime A C N se numeste aproape recursiv rard dacd erxista o
functie recursiva r : N — N astfel incat:

cl)n <r(n),

c2) Uriny N A=10,
pentru aproape tofi n € N.

Observatia 3.32 a) Orice multime aproape recursiv rard este aproape rard;
b) orice mulfime (recursiv) rara este aproape (recursiv) rard;
c) orice mulfime densa este aproape densd;
d) exista multimi aproape dense care nu sunt dense;
e) exista multimi aproape recursiv rare care nu sunt recursiv rare.

Teorema 3.33 (Campeanu [14]) Daca = este nemarginita atunci orice
multime aproape densa este densa si orice mulfime aproape (recursiv) rara
este (recursiv) rara.

Demonstratie. Similar cu demonstratia Teoremei 3.16. O

Teorema 3.34 (Campeanu [14]) a) Daca = este marginita pe N, astfel incat
pentru orice w € N,
card{z € N|z 2 w} < o0, (3.2)

atunci exista multimi aproape (recursiv) rare, care nu sunt (recursiv) rare;
b) Daca < este marginita pe N, atunci exista multimi aproape dense care
nu sunt dense.

Demonstratie. Similar cu demonstratia Teoremei 3.17. O

Exemplul 3.35 Daca =< este definita prin x =< 0, oricare ar fix € N, atunci
mulfimea A = {0} este densa si aproape rard in 7(=X) si B = N — A este
recursiv rara $t aproape densd.
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Extensii (aleatoare) ale
cuvintelor (numerelor)
(aleatoare)

In acest capitol vom obtine principalele rezultate de natura topologica privind
cuvintele gi numerele naturale aleatoare. Aratam ca multimile de cuvinte si
numere ne-aleatoare sunt dense in raport cu relatiile de ordine nemarginite
(Corolarul 4.2, Corolarul 4.18, Corolarul 4.22). Studiem marimea topologica
a multimii cuvintelor aleatoare Chaitin-Kolmogorov gi a numerelor aleatoare
in raport cu diverse relatii de ordine (marginite i nemarginite) (Corolarul 4.5,
Propozitia 4.6, Propozitia 4.7, Teorema 4.12). Aceste rezultate arata ca, daca
avem un cuvant si il prelungim doar intr-o singura parte (la stanga sau la
dreapta), gasim un cuvant pentru care nici o alta prelungire in acelasi sens
nu este cuvant aleator, dar daca prelungim cuvantul in ambele directii, in
mod sigur vom obtine un cuvant aleator (Teorema 4.12). Aceasta problema,
pentru numere naturale, nu este rezolvata decat in sensul urmator: orice
numar natural poate fi prelungit cu alt numar natural, astfel incat nici o pre-
lungire in aceeasi directie nu este un numr aleator (Teorema 4.25). In final
vom arata ca, in raport cu anumite relatii de ordine, complexitatile Chaitin
si Chaitin-Kolmogorov se comporta identic (Teorema 4.19 gi Teorema 4.20).

42
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4.1 Extensii pentru cuvinte

Teorema 4.1 (Calude, Campeanu [5]) Fie < o relalie de ordine recursiva
st nemarginita. Atunci exista o constanta naturala ¢ > 0, astfel incat pentru
orice numere naturale m si d, cu d > ¢, multimea

A(m,d) ={z € X*|l(x) > m, K(z|l(z)) < d}

este densd.

Demonstratie. Definim functia recursiva f : N — N prin
f(n) =min{i > 0|l(string(i)) > n, string(n) < string(i)}.

Notam
B(m) = {string(f(n)|n > m}

si construim functia partial recursiva ¢ : X* x N = X*,
o(z, l(string(f(n)))) = string(f(n)), pentru toti z € X* gi n > m.

Este clar ca
Ky (string(f(n))|l(string(f(n)))) = 0,

pentru toti n > m; deci conform Teoremei de Invarianta, exista o constanta
¢ > 0 astfel incat

K(string(f(n)|l(string(f(n)))) = ¢,

pentru toti n > m.
In continuare, vom arata ca pentru orice d > ¢, B(m) C A(m,d).
Intr-adevar, daca n > m, atunci

I(string(f(n)) > n > m si K(string(f(n))|l(string(f(n)))) <c <d.

In final, pentru a arata ca B(m) = X*, demonstram ca pentru orice x € X*,
exista n > m astfel incat

x =< string(f(n)).

Distingem doua cazuri:
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1. Daca x = string(k), k > m, luam n = k (deoarece = < string(f(k)),
k>m).

2. Daca « = string(k) cu k < m, atunci luam string(i) cu x < string(i)
si [(string(i)) > m:

x X string(i) =X string(f(i)) si i > m.O

Corolar 4.2 (Calude, Campeanu [5]) Multimea non — RAN DX este densd
in orice topologie generata de relatit de ordine recursive nemarginite pe X*.

Demonstratie. Pentru orice d > 0,
A(1+d+t,d) Cnon — RANDE

(aici A(1 4 d + t,d) este multimea din Teorema 4.1). Luam d > ¢, unde ¢
este cel din Teorema 4.1. O

Observatia 4.3 a) Un rezultat mai puternic decat cel de mai sus poate fi
usor obtinut: pentru orice functie f : N — N, crescatoare si nemarginita
nu neaparat recursiva, multimea T(f) = {x € X*|K(z|l(x)) < f(l(x))} este
densd. Intr-adevdr, luind D astfel incdt f(m) > d de indatd ce m > D (aici
d este din Teorema 4.1), daca x € X*, l(x) > D, atunci f(l(z)) > d; deci,
A(D,d) CT(f) s.a.m.d.

b) Putem sa interpretam Corolarul 4.2 dupd cum urmeazd: orice sectiune
a unui test universal Martin-Lof V(1) este densd; pentru detalii, trimitem

la Calude, Chitescu, Staiger [9] si Calude [2].

Deci, orice multime non — RANDE este "mare” in raport cu toate to-
pologiile considerate in Exemplele 3.1 i 3.2 (pentru < nemarginite). Vom
trece la studiul lui RANDJ. O verificare imediat& ne conduce la :

Lema 4.4 (Calude, Campeanu [5]) O mulfime A C X* este rard (recursiv
rard, densa) in 7(=X) dacd gi numai daca f(A) = {f(x)|x € A} este rara (re-
cursiv rard, densa) in T(=Xy), unde f 1 X* — X* este recursiva si bijectiva.

Corolar 4.5 (Calude, Campeanu [5]) Pentru orice t > 0, RANDE este
recursiv rard in 7(=,), 7(=Xs), 7(Za)-
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Demonstratie.  Prima parte se gaseste in Zimand [38], Teorema 4;
urmatoarea rezulta din Lema 4.4 si Exemplul 3.2. Pentru cea de a treia
parte, fie rs gi rp functiile recursive ce satisfac Definitia 3.6(1) si 3.6(2) pen-
tru RANDE in 7(=,) si respectiv 7(=,); functia recursiva

r(n) = min{k > 0|string(rp(n)) <, string(k)
si string(rs(n)) < string(k)}

va functiona pentru RANDE in 7(=,). O

Propozitia 4.6 Pentru orice t > 0, RANDE este recursiv rard in 7(=<,,).

Demonstratie. Definim functia recursiva f : N — N prin
string(f(n)) = aé(s“'mg(”)) si functia partial recursiva ¢ : X* x N — X*,

¢(x,n) = a;‘;l(w)x, in cazul n > I(x).
Fie ¢ > t 4 ¢, unde c este constanta din Teorema de Invarianta aplicata lui ¥
si ¢. Sa notam ca string(n) =, string(f(n)); orice cuvant w € Uspring(f(n))
cu l(string(n)) > i, poate fi scris ca w = wzstring(f(n)), x € X*.
Avem

K(wll(w)) < Kg(w|l(w)) + ¢ < l(w) — I(string(f(n))) + ¢ =

l(w) = l(string(n)) + ¢ < l(w) — I(string(n)) +i —t < l(w) — t;
deci w ¢ RANDE  adica Ustring(£(n)) NRANDE = (). Utilizind Propozitia 3.7

obtinem rezultatul dorit. O

Propozitia 4.7 Pentru orice t > 0, RANDJ este recursiv rard in 7(=Z,m).

Demonstratie. Utilizam functia partial recursiva ¢ : X* x N — X*,
¢(z,n) = ag’l(m)x, in cazul n > I(z),

intr-o constructie similara cu cea din Propozitia 4.6. O
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Lema 4.8 (Calude, Campeanu [5]) Presupunem ca =< este o relatie de or-
dine recursiva pe X*. Fie A C X*. Daca pentru orice v € X* putem gasi
un numar natural m gi un cuvant w, astfel ca

r 2w gt card{y € X*|l(y) =m, w <y} > card{z € X*|1(2) =m,z ¢ A},
atunci A este densa.
Demonstratie. Fiind dat un cuvant x putem gasi m si w cu proprietatile

de mai sus. Deci exista y € A, cu w X y. Deoarece x < w, rezulta ca x <y,
adica xr € A. O

Corolar 4.9 (Calude, Campeanu [5]) Fie t > 0. Dacd pentru orice cuvint
x exista un m si un cuvant w astfel incat

r<w g card{y € X*|l(y) =m, w <y}-(p—1)>p"",
atunci RANDE = X*,

Demonstratie. Este cunoscut (v. Calude [2]) ca
card{y € X*|l(y) = m, K(ylm) <m —t} < ("' = 1)/(p—1).0

Un cuvant x € X* se numeste nebordurat daca nu se poate scrie sub
forma z = yzy, cuy € X*, y # \.

Fapt 4.10 (Calude, Chitescu [7]) Fie x un cuvant nebordurat de lungime
n > 3. Fiem € N. Notam

R(m,z) =p™ - card{y € X"[l(y) =m, x =, y}.

Atunct avem

R(m,z) = p™, 0<m<n,
R(m+1,z) =p- R(m,z) — R(m+1—n,z), m>n.

Fapt 4.11 (Calude, Chitescu [7]) Pentru orice cuvant nebordurat x de
lungime n > 3, exista M € N, astfel incat pentru orice m > M,

mem

p
p—1

R(m? z) <
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Teorema 4.12 (Calude, Campeanu [5]) Multimea RANDE este densd in
raport cu ordinea infix, in cazul in care t > 0 sau alfabetul contine cel putin
trei elemente.

Demonstratie. Fie x € X*. Construim cuvantul nebordurat
v(z) = dP2d® |z =<, v(z).
Vom arata ca exista un numar natural m astfel incat
card{y € X*[l(y) =m, y =i v(z)}- (p— 1) = p"",

adicd, exact conditia din Corolarul 4.9 pentru ca RAN DX si fie densa.
Din Faptul 4.11 rezulta ca, pentru orice ¢ > M,

2 p
R(i*,v(z)) < b1

Luam m > max(M,t). Inegalitatea ceruta devine

me—m 1
2
S pm . 1 - )
p—1 ( ﬁ-@—1)

care este adevarata in cazul p > 2 saut > 0. O

Problema daca Teorema 4.12 este sau nu adevarata in cazul binar pentru
t = 0, a fost solutionata de G. Chaitin (v. Calude [3]). In continuare vom
schita solutia lui Chaitin in general, mentionind ca nu avem cunostinta de o
demonstratie topologica uniforma. Este de remarcat faptul ca aceasta solutie
pare, la prima vedere, foarte simpla. Ea insa se bazeaza pe proprietatea de
normalitate Borel a cuvintelor aleatoare (Calude [3]), rezultat care se obtine
cu o demonstratie foarte lunga si tehnica. Mai mult, demonstratia care
urmeaza este “indirecta”, ascunzind fenomenul topologic descris mai sus.

Teorema 4.13 Multimea RAN DX este densd in raport cu ordinea infiz.

Demonstratie. Folosim Definitia 2.3 §i Teorema 2.6. Fixam x € X*, [(z) =
i. Aproape toate cuvintele = € RAN DE sunt Borel normale (Teorema 2.6),

adica ele satisfac inegalitatea
[log n
< P
— n )

—m

NP(2)
[n/m]
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oricare ar fi 1 < j <p™, 1 <m <log,log,n; n =1(z).
Luam m = i, z al j-lea cuvant de lungime 7 i un cuvant z € RANDJE
N;(z)

de lungime n = ppmﬂ. Rezulta ca
< /log, n’
[n/i] —Von
. [log, n < N;(z)
n [n/i]

Pentru a ardta ca N;(z) > 0, este suficient sa aratam ca

A log. n
p > \/—gp ,
n

care este adevarat, deoarece avem implicatiile:

—1

in particular,

44 d>4i4+1 =p M >4i+1 =2pPP 25241 =

i . . 4 4 log n\?2
ppﬂl-p2Z>p2l+1:>n~p2z>logpn:>pZ>( g; ) O

Corolar 4.14 (Calude, Campeanu [5]) Pentru orice t > 0, RANDE este
densa in raport cu topologiile generate de ordinea uniforma si de ordinea
hipercod.

Demonstratie. Daca w =<; v, atunci w <, v (w = v sau l[(w) < [(v)) si
w <Xpv. O

Teorema 4.15 (Campeanu [12]) Consideram < relatie de ordine recursiva

si nemdrginitd. Atunci multimea non — RS este densd in X*, in raport cu
7(=X).

Demonstratie. Fie x € X* si consideram urmatorul calculator Chaitin:

C(ajay, \) = string(q(n)),
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unde

q(n) = min{m € N|l(string(m)) > l(z) + 2 (n+ 1),z < string(m),
string(m) # string(q(i)), pentru toti i < n}.

Este usor de vazut ca
He(string(q(n)) = l(abay) < l(string(q(n))) — l(z) — n.

Utilizind Teorema de Invarianta, obtinem un numar natural sim(C'), astfel
incat H(z) < Heo(z) + sim(C) pentru toti z € X*, deci

H(string(q(n))) < l(string(q(n))) — l(z) — n + sim(C).
Luind n > t + sim(C'), rezulta ca
H(string(q(n))) < l(string(q(n))) — l(x) —t — sim(C) + sim(C') <

[(string(q(n))) —t — l(z) < I(string(q(n))) —t,

deci
string(q(n)) € non — R si x < string(q(n)). O

Corolar 4.16 (Calude [3]) Daca = este o relatie de ordine recursivd §i
nemdrginitd, atunci multimea non — RANDE este densd in raport cu 7(=X).

Demonstratie. Deoarece
c c
non — Ry C non — RAND,

si non — RS este densi in 7(=) pentru orice m > 0 (din Teorema 4.15),
rezultd non — RANDE este densd in raport cu 7(=<). O

Teorema 4.17 (Campeanu [12]) Fie < o relatie de ordine parfiald recursivd,
cu urmatoarea proprietate:

Z p~') > 1, pentru orice w € X*. (4.1)

r=w

Atunci R este densd in raport cu topologia T(=).
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Demonstratie. Presupunem ca R nu este densa. Atunci existd x € X*,
astfel ca U, N R = (). Deoarece [(v) > [(v*) pentru toti z < v, avem:

> p=o. (4.2)

2=, L(v*) 21(v)

(Suma este peste multimea vida.)

Deoarece
> op<,
wedomuy
avem inegalitatea:
S= Y pl<i (4.3)

=, l(v*)<l(v)

Din {(v*) < I(v), deducem ca

p_l(v*) < p_l(v) ,

deci
S = Z p—l(y*) > Z p—l(v) _ Zp—l(v) > 1,
=, l(v*)<l(v) =, l(v*)<l(v) z=v

in contradictie cu (4.3). O

Corolar 4.18 (Campeanu [12]) RS este densd in X* in raport cu toate to-
pologiile generate de relatiile din Exemplul 3.1.

Demonstratie. Deoarece <,C=, pentru x € {p, s,4, h,pm, 1} si R® C R’
oricare ar fi t € N, este suficient sa verificam conditia 4.1 din Teorema 4.15
doar pentru <4 si <, :

Z p—l(w) > Z p—l(mvm) _ (Z p—l(v)> /p2l(at) = 00

r=qw veEX* veX*

Z p—l(w) > Z p—l(vapar) _ (Z p—l(v)> /pl(x)—l—l — 00. O

= mw veEX* veEX*
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Teorema 4.19 (Campeanu [12]) a) Multimea non — RAN DE este aproape
densa T(=;) in X*.

b) Multimea non — RS este aproape densd 7(=;) in X*.
Demonstratie. a) Fie functia partial recursiva ¢ : X*x N — X*, definita
prin ¢(x,n) = ay.
Ky(z|l(z)) =0, daca z = a( v g Ky(z]l(z)) = oo, altfel.
Utilizind Teorema de Invarianta, obtinem o constanta c¢ cu proprietatea :
Kayln) < Kg(ap|n) +c
De aici, daca [(x) > ¢+ m, atunci
T = ai,( z) 51a( z) Enon—RANDK

b) Consideram urmatorul calculator Chaitin C'(ajay, A) = w,, unde

wy, = af,"+2+m.

Evident,
He(w,) =n+1<l(w,) —n—m.

Utilizind Teorema de Invarianta, gasim o constanta naturala c astfel incat
H(w,) < He(wy,) + ¢ < l(w,) —n —m + ¢ pentru toti n € N.
De aici, daci n > ¢+ 1, pentru orice x € X" |  =; w, si w, € non — RC. O

Teorema 4.20 (Campeanu [12]) a) Multimea RAN DX este aproape recur-
siv rara T(=y) in X*, dar nu este rard.
b) Multimea RS este aproape recursiv rard 7(=;) in X*, dar nu este rard.

Demonstratie. Am demonstrat deja ca exista un numar natural ng, astfel
S RA : n K o 4n C
incat pentru orice n > ng, ay ¢ RAND,; si ay ¢ R, .

Consideram acum ca functia recursiva 7 : N — N,

n0+n

string(r(n)) = a,
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Deci, string(n) = string(r(n)) pentru orice n > 0.
Deoarece

Ustring(r(n)) = {Strmg('r’(n))},

rezulta ca
Ustring(r(n)) N RANDﬁ =0si Ustring(r(n)) N Rf;; = () pentru orice n > 0;

prin urmare, atdit RANDX cat si RS sunt 7(=;) recursiv rare in X*.
Deoarece

RANDE N {aln > 0} # 0,

nu existd w € X*, astfel ca U, NRANDE =), cu a, =t wsiay € RANDE,
deci RANDZE nu este rara.
O demonstratie asemanatoare arata ca RS nu este rara. O

4.2 Extensii pentru numere

Teorema 4.21 (Campeanu [14]) Fie < recursivd i nemdrginita. Atunci
exista o constanta naturala ¢ > 0, astfel incat pentru orice numere naturale
m st d, cud > c, multimea

AP(m,d) = {z € N|l,(z) > m, K(z|l(x)) < d}

este densa.

Demonstratie. Demonstratia urmeaza aceiasi pasi ca in Teorema 4.1; aici
luam f: N — N,

f(n) =min{i > 0|l,(i) > n,n < i},
in loc de B(m), vom avea
BP(m) = {number,(f(n)|n > m}
sid: X*x N3N,

o(z,1,(f(n))) = f(n), pentru toti z € Ngin >m.O
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Corolar 4.22 (Campeanu [14]) Multimea non— RAN DY} este densa in orice
topologie generata de relatit de ordine recursive nemarginite pe IN.

Demonstratie. Pentru orice d > 0,
AP(1+d+t,d) Cnon— RANDY.

(aici AP(1+d+t,d) este multimea din Teorema 4.21). Luam d > ¢, unde ¢
este cel din Teorema 4.21. O

Observatia 4.23 a) Un rezultat mai puternic decat cel de mai sus este:
Pentru orice functie f : N — N, crescatoare $1 nemarginita, nu neaparat
recursiva, mulfimea T,(f) = {z € N|KP(z|l,(z)) < f(l,(x))} este densa.

Lema 4.24 (Campeanu [14]) O multime A C N este rarda (recursiv rard,
densa) in 7(=X), daca gi numai daca f(A) = {f(x)|z € A} este rara (recursiv
rara, densa) in (<), unde f : N — N este o functie recursiva si bijectivd.

Teorema 4.25 (Campeanu [14]) Pentru orice t > 0, RANDY este recursiv
rard in 7(=,), T(=2s), T7(24)-

Demonstratie. Mai intai vom demonstra teorema pentru 7(=<,). Dedi,
consideram functia recursiva r : N — N,

r(n) =min{m € N|n < m si [,(m) > n},

pentru orice n € N. Vom arata ca exista i cu U,,y N RAND, = (), oricare
ar fin > i. Fie ¢ : N x N — N functia recursiva definita prin

¢(z,m) = number, ' (number,(r(m - l,(2))z).

Deoarece este recursiva, exista o constanta c astfel incat pentru toate nume-
rele naturale m avem

P (mli,(m)) < K2(mll, (m)) +c.

Luam ¢ > t 4+ ¢. Aratam ca daca n > i, atunci RANDY N U,y = 0. Intr-
adevar, fie m = number, ! (number,(r(n))z), unde n > i. Evident

¢(2,l,(m)) =m
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Kg(mll,(m)) < 1,(2) = l,(m) — l,(r(n)) <
1y(m) — Ly(n) < Ly(m) —i < L,(m) — (t +c).
De aici rezulta ca
KP(m|l,(m)) < Kg(m|l,(m)) + ¢ < lp(m) — (t+¢) + ¢ = l,(m) — ¢.

Deci RAND? N U,y = 0, de unde conform cu Propozitia 3.26, multimea
RAN DY este recursiv rara in 7(=,).

Pentru 7(=;) demonstratia este similara. Pentru 7(=<;) se utilizeaza
aceeasi idee ca in Corolarul 4.5, luind

r(n) = {k € Njrp(n) <, k si rs(n) <s k}.O
Teorema 4.26 (Campeanu [14]) Pentru orice t € N, multimea RAN DY
este recursiv rara in (<) i 7(Zpm)-

Demonstratie. Pentru 7(=,,), definim functia recursiva f : N — N prin

number,(f(n)) = ag;l”(")

si functia partial recursiva ¢ : N x N — N,

¢(x,n) = number;l(numberp(x)ag;l”(")), in cazul n > [, (x).
Fie i > t + ¢, unde c este cel din Teorema 1.13 b), aplicata functiilor ¢ si
U. Sa notam ca n =, f(n); orice w € Uy, cu lp(n) > i, poate fi scris ca
number,(w) = number,(x)number,(f(n)), v € N.
Avem
KP(wlly(w)) < Kg(wllp(w)) + ¢ < ly(w) = ,(f(n)) + ¢ =

Ly(w) —l,(n) + ¢ < L(w) —l,(n) +i—t < l(w) —t;
deci w ¢ RANDY, adica Usp) N RANDY = (). Rezultatul se obtine aplicind
Propozitia 3.26.
Pentru 7(=,,,), utilizim functia partial recursiva ¢ : N x N — N,

o(z,n) = number;l(agél”(”)numberp(a:)), daca n > 1,(x),

intr-o constructie similara cu cea de Inainte pentru 7(=,,). O
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Teorema 4.27 (Campeanu [14]) a) Multimea non — RAND?, este aproape
densa in T(=y).

b) Multimea RAN DE  este aproape recursiv rard in 7(=;), dar nu este
rard.

Demonstratie. a) Fie ¢ : N x N — N, functia partial recursiva definita
prin:
¢(x,n) = ay-

Deci
K (x|l,(z)) =1, daca x = number;l(aép(“”)) si K (2|l,(x)) = oo, altfel.
Utilizind Teorema 1.13 obtinem o constanta c astfel incat
KP(ay|n) < Kj(ay|n) +c=c+ 1.

De aici, daca [,(z) > c+m+1, x =, afgj(:”) si aff(:”) € non — RAND? .
b) Din a) rezulta ca functia recursiva r : N — N, definita prin

T(.T) — aé)p(x)+m+c+1
si RAND?, satisfac conditiile c1) si ¢2) din Definitia 3.31
(z <r(x), Uy NRAND?, =0, daca l,(z) > c+m+1).

Multimea RAN DP? nu este rara in 7(=;) deoarece

RANDE N{apln >0} # 0.0



5

Codificari binare si nebinare

In acest capitol aratam ca nu exista calculatoare Chaitin si Chaitin-
Kolmogorov, care sa fie universale pentru calculatoarele definite pe un alfabet
cu mai multe elemente decat alfabetul peste care este considerat domeniul
lor de definitie (Teorema 5.1 si Teorema 5.2). In sectiunea a doua, studiem
comportarea multimii cuvintelor aleatoare, fata de modificarea complexitatii
descriptive (inmultirea sa cu o constanta egala cu logaritmul in baza doi a
numarului de litere al alfabetului , pentru a “compensa” diferenta de baze)
(Corolarul 5.5, Corolarul 5.6 si Corolarul 5.10). Aceste rezultate intaresc
argumentele ce arata ca exista diferente esentiale intre complexitatile de-
scriptive in cazul binar si cazul nebinar. Sectiunea a treia intitulata “Sunt
codificarile binare universale?”, este o concluzie a acestui capitol. Aceasta
intrebare a fost formulata de C. Rackhoff [33] si are un raspuns negativ.
Aparent, impresia generala este ca este suficient sa consideram ca intreaga
arie de generalitate a codificarii, cel putin din punctul de vedere algoritmic,
este acoperita de cazul binar. Aceasta idee apare In cea mai puternica forma
in Li i Vitanyi [30], p. 147:

masura tratata in textul principal este universala in sensul ca
nici restrictia la descrirea obiectelor binare, nici restrictia la de-
scrierile binare (programe), rezultd fara a se pierde in nici un fel
generalitatea.

Noi credem ca, dimpotriva ezista diferente esentiale pentru complexitatea
descriptiva in cazul binar si cel ne-binar; unele dintre acestea au fost studiate
in Calude [2], Calude si Chitescu [7], si in special, Calude, Jiirgensen si

56
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Salomaa [11] (v. de asemenea [3]). Aceste rezultate sunt compatibile cu
fapte din teoria clasica a informatiei; vezi, spre exemplu, Rissanen ([34], p
27) sau analiza din Fenwick [17].

5.1 Inexistenta calculatoarelor universale de
rang inferior

o

Teorema 5.1 (Campeanu [15]) Fie U : V* — V* un calculator. Nu ezistd
nici un calculator C: X* -5 V* si nici o constantd c € N, astfel incat pentru
orice (z,y) € V*xV* cu U(x) =y exista un z € X* astfel incat urmdatoarele
doua conditit sunt adevarate:

(1) C(z) =y si

(2)1(z) <l(x)+c.

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca exista un calculator C' satis-
facind proprietatile (1) si (2). Utilizind calculatorul Cy(z) = x, obtinem o
constanta cy astfel incat pentru fiecare x € V*,

K(z) < Key(x) + co = I(z) + co.
De aici:
min{l(z) [z € X*,C(z) =y} S K(y) + c < l(y) + co + c =1(y) + e,

pentru orice y € V*, (¢1 = ¢ + ¢).
Deoarece '
card{y € V*|i(y) = i} = 1",

) qi+c1+1_1
card{z € X*[l(2) <it+a}=¢"+¢ +.. . +¢"" = ———

g—1
si pentru orice y exista z cu l(z) < I(y)+ ¢ i C(z) =y, va rezulta ca, pentru
orice numar natural ¢ :

qi+cl+1 _ 1 )
T
ceea ce este absurd (p > ¢), deoarece
lim d Z- " =0.0
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o

Teorema 5.2 (Campeanu [15]) Fie U : V* — V* un calculator Chaitin.
Nu ezistd nici un calculator Chaitin C' : X* — V* sinici o constantd c € N,
astfel incat pentru orice (x,y) € V*xV* cuU(x) =y exista un z € X* astfel
incat urmatoarele doua conditii sunt adevarate

(1) C(z) =y i

(2)1(z) <l(x)+ec.

Demonstratie. Presupunem, fara a micgora generalitatea, ca X C V. Fie
U:V* = V* un calculator universal Chaitin. Presupunem ci exista o
constanti ¢ si un calculator Chaitin C': X* — V* astfel incat pentru orice
(x,y) € V* x V* cu U(x) = y existd un z € X* astfel incat C(z) = y si
I(2) <l(x)+ec

Definim Cj : V* — V* prin Cy(2) = C(2), deci

He,(z) = Ho(x) < H(x) +c.

Din
Z qfl(z) — Z qfl(z) S 1
z€domCl z€domC
rezulta ca
Y W< . (5.1)
zedomU

Intr-adevar,

1> Z q—l(z) > Z q—l(m)—c _ q—c . Z q—l(a:).
z€domCl zedomU zedomU
Luam functia f: N — N, definita prin: f(0) =2, f(1) =2,..., f(p —

2)=2fp)=3,.... flp—2+(-1)7) =3, flp-2+(p—-1*+1) =4,
-+, adica functia recursiva nedecrescatoare care are primele p — 1 valori 2,
apoi urmatoarele (p — 1)? valori egale cu 3, g.a.m.d. Avem relatiile:

S0 =3yt card{n € N|f(n) =k} = S5+ (p— 1) =
k=0 k=2

neN

i(p—l)" Si@_l)n:l,

anrl
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adica

Sopim<i (5.2)

neN

In virtutea relatiilor:
Z g = Z ¢ " -card{n € N|f(n) = k} =
n=0 k=0

i ¢ - card{n € N|f(n) =k} =
k=2

o) 0o k
Zq’k’1~card{n€N|f(n):k—l—l}zz(pT— Z( ) = 00,
k=1 k=1 4 7 k=1

deducem:

Z AR (5.3)

Utilizind Teorema Kraft-Chaitin va rezulta ca exista o multime recursiv
enumerabila libera de prefixe W C V* si o functie recursiva g : N — V™,
astfel ca W = ¢g(N) si l(g(n)) = f(n), pentru orice n € N.

Definim acum calculatorul Chaitin C; : V* == V* prin

Ci(g(n)) = string(p,n),

deci exista ¢; € N cu

H(z) < He, (2) + 1.

Avem:

Y oW Y gl

zedomU z€domC1
—f(n)—c1 —c1 (n) _
> a7’ > a "=
neN neN

Evident am obtinut o contradictie, deci nu exista calculatoare Chaitin cu
asemenea proprietati. O
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5.2 Codificari nebinare
Notam
RY = {x € X*|logap - K(z|m) > l(x) —t},
non — RY = X* — RY.

Lema 5.3 (Campeanu [16]) Avem relatiile:
(1) RANDK C RY,

(2)card X™ Nnon — RY < p-2;:t1—1 < p;ﬁ?.
Demonstratie. (1) Evident.
(2) Avem:
(7325
cardX" Nmon — RY < > pF<
k=0
p1+|:l:;2p:| —1 < p.pﬁ —1 _
p—1 = p-1
p- (ploggp)nft -1 _ p- 2n7t -1 _ p- 2n7t
p—1 p—1 p—1"

Corolar 5.4 (Campeanu [16]) Multimea non— RY este densd in orice topolo-
gie generata de relatii recursive si nemarginite de ordine parfiala pe X*.

Demonstratie. Rezulta din relatia
A(l+d+t,d-logap) € non — Ry,
unde multimea A(m, d) este cea definita in Teorema 4.1. 0

Corolar 5.5 (Campeanu [16]) Fiet > 0. Daca pentru orice cuvant x existd
un numar natural m gi un cuvant w, astfel incat x < w i

card{y € X*|l(y) =m, w <y} -(p—1)>p-2""" =1,

atunci RY este densd.
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Demonstratie. Deoarece

. 2n7t -1 . 2n7t
p < p

card X" Nnon — RY <
p—1 p—1

rezulta din relatia:
card{z € X*|l(z) =n, 2 ¢ R} - (p—1) <p-2""— 10

Corolar 5.6 (Campeanu [16]) RY este densd in raport cu toate topologiile
generate de relatiile de ordine partiala din Exemplul 3.1, daca p > 2.

Demonstratie. Avem relatiile:

card{y € X*|l(y) =m, w 24y} - (p—1) > p" 2™ . (p—1)>p-277",
card{y € X*[l(y) =m, w =y y}-(p—1) > p™ "1 (p—1) > p. 277"

card{y € X*[l(y) =m, w 2, y}-(p—1) > p" '™ . (p—1) >p- 2",

care sunt adevarate pentru m suficient de mare. Luam, spre exemplu, m
A 2-U(w)+2 P
astfel incat: (§)™ > p- P——; amintim ca p > 2.
Deoarece <4C <, 2qC<p, 20C<;, 2aC<p, 2iC<, m, rezultd ca RY este

densa pentru toate topologiile din Exemplul 3.1. O

Lema 5.7 (Campeanu [16]) Pentru orice e >0 :
card{x € X"| z nu este e-limiting} >

n-(1—p-g)

max zn: -|<Z>.(p1>nkvtij<z>'<p1)nk

o= [ 2elzet 1) k=0
P
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Demonstratie. Avem:

card{z € X"| z nu este e-limiting } =
Ni(z) 1
(@) p
Ni(z) 1
l(z) p

>eh >

card{x € X"|exista 1 <i<p,

card{z € X"|,

n

> card{z € X"|N;(z) = k} =

L —
-3 >
i <Z> (p—1)""*=
k=0
e

7mxk(§%mxz>.@nnhvgfw<z>.@mnk_m

Corolar 5.8 (Campeanu [16]) Dacae < 1/(2-p), atunci

Demonstratie. Daca e < 1/(2-p), atunci

e e s

si utilizam lema precedenta. O
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Lema 5.9 Urmatoarea formula este adevarata

i ()5 (1) 6

OO7
pentru p > 2.
Demonstratie. Putem lua fara a micsora generalitatean =2-p-q, ¢ € N
Deci:

RS () e (7 (1) 0

pentru g — oo.

(Am utilizat ( ?fq ) > ( Z ) daca k < q).

Concluzia este evidenta

Corolar 5.10 (Campeanu [16]) Ezxista x € Rf care nu sunt e-limiting, pen-
true <1/(2-p) sip>2

Demonstratie.

In virtutea lui 5.8 si 5.9 exista un numar natural n asfel
ca

E R (1) 0t st

k=0 2t (p - 1)7
deci
2_ on—t
Z ( Z ) l)n—k > p .
k=0 p—1
De aici [
ﬂ .on—t _
k=0 b—
ceea ce Inseamna ca in X"

sunt mai multe cuvinte in RY decat e-limiting. O
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Corolar 5.11 Dacd p > 2, existda v € RCY care nu sunt e-limiting, pentru
e<1/(2-p), unde

RCY = {x € X*|logyp- He(x) > X(I(x)) — t}.

Demonstratie.  Demonstratia urmeaza aceiagi pasi ca in cazul com-
plexitatii Chaitin-Kolmogorov, utilizind faptul ca, exista ¢ € N, cu

¥(n) <n+c-log,n.O

5.3 Sunt codificarile binare universale?

Pentru p > 2 vom nota X, = {0,1,...,p — 1}.

O functie f : A — N (unde A este X sau N, ) este semi-calculabild
superior daca multimea {(z,m) | x € X,m € N, f(n) < m} este recursiv
enumerabila. De exemplu, complexitatea Chaitin este semi-calculabila supe-
rior (dar nu este calculabila). Vom nota cu H,(z) complexitatea Chaitin a
cuvantului z € X,.

Un gir x = @125 - - 2, - - - € XY este aleator daca lim,, oo (Hy(x(n)) —n) =
oo; unde x(n) = x5 - - - T, este prefixul de lungime n al lui x.

Pentru f,g: N — R spunem ca f = O(g), daca

5.3.1 Complexitatea numerelor naturale

Daca vrem sa comunicam rapid si neambiguu un sir infinit de numere naturale
unui calculator (de exemplu intructiunile), pentru a garanta o comunicatie
rapida, trebuie sa folosim coduri de lungime cat mai mica. Pentru a evita
ambiguitatea trebuie sa ne asiguram ca acel calculator cunoaste unde se ter-
mina un numar gi unde incepe urmatorul. Vom considera coduri libere de
prefix pentru toate numerele naturale.

Domeniul unui calculator binar universal Chaitin este un cod binar opti-
mal pentru toate numerele naturale. El nu este calculabil. Cerind calcula-
bilitate pierdem optimalitate; oricum, imbunatatirea asimptotica pe care o
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obtinem nu este esentiala, in sensul ca exista o codificare “aproape optima”
gl nici o alta calculabila nu poate fi “mult mai buna”; vezi Knuth [26].

O diferenta esentiala apare atunci cand comparam codificari avind alfa-
bete de mirimi diferite. In sistemul uzual (pozitional) avem nevoie de mai
putine cifre pentru a codifica numere in ternar decat in binar. Tmbunété@irea
nu este lineara, ! ci este cam de logg 2 ori mai bund. Vom demonstra cd acest
fapt nu este o consecinta a faptului ca am utilizat o codificare particulara ci
este un fenomen general.

Incepem prin a imbunititii cateva rezultate datorate lui Chaitin [19].

Lema 5.12 Fie f : N, — X o functie injectiva (nu neaparat recursivd)
avind codomeniul liber de prefive. Atunci pentru orice m natural urmatoarea
inegalitate

I(f(n)) > log,n +m,

este adevarata pentru o infinitate de n.

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca exista m € N astfel incat ine-
galitatea [(f(n)) < log, n+m este adevarata pentru aproape toti n. Atunci,
rezulta ca seria divergenta

Z pi log,, n—m

n>1

T prlemnem < 3 50 4 < o

n>1 n>1

va converge:

O
Corolar 5.13 Avem:

Hy(string,(n)) > log,n,
pentru o infinitate de n.

Rezulta ca pentru orice m, nu exista o codificare libera de prefixe a tuturor
numerelor naturale — peste alfabetul X, — ce poate fi micsorata sub log, n+
m, pentru aproape toti n. Lucrind cu un alfabet mai bogat se obtine o

IPentru un alfabet fixat, Teorema de Invariants nu poate fi imbunatatitsi; v. sectiunile
anterioare din acest capitol.
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imbunatatire chiar cu un cod recursiv banal. De exemplu, luam codul F' :

N, — X, definit prin

F(n) = number,(n)(p),
concatenarea intre number,(n) si noua litera p. Evident,
I(F(n)) =l,(n) +1 < log,n + 2.

Lema 5.14 (Calude, Campeanu [6]) Fie ' : N, — X recursiva $i injec-
tiva, st fie g: N — Ny o functie semi-calculabila superior astfel incat

Zp_g(n) < 00

n>1

Atunci ezista ¢ € N astfel incat

H,(F(n)) < g(n) +c.

Demonstratie. Mai intai sa notam ca

Y Y - Y ip*g(")m)

n>N m>g(n) n>N m=0

o0

— Z pfg(n) Zp*m

n>N

_ Zp g(n)

p— n>N

n cazul

Sop o™ <p/(p—1).

n>N

(o)

In virtutea Teoremei Kraft-Chaitin, exista un calculator Chaitin C': X —
X, astfel incat pentru orice n > N si m > g(n) exista un cuvant x de lungime
m astfel incat C(z) = F(n). In particular, existd un cuvant z,, de lungime
g(n) astfel incat C(x,) = F(n), pentru orice n > N; utilizind Teorema de
Invarianta deducem formula:

Hy(F(n)) < g(n) + .0
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Exemplul 5.15 Pentru orice p > 2, a > 1, exista ¢ € N astfel incat
Hy(string,(n)) < a -log,(n) + c.

In cazul p > 2 se poate obline o inegalitate mai tare:
H,(string,(n)) <log, ,(n) +c.

Urmatorul rezultat va evidentia si mai mult diferenta intre codificari peste
alfabete cu un numar diferit de elemente. Vom demonstra ca nu exista codi-
ficare optimala libera de prefixe pentru toate numerele naturale, si codificarea
binara este cea mai slaba posibila. Pentru alfabete din ce In ce mai mari
obtinem codificari din ce in ce mai bune; in contrast cu situatia in care alfa-
betul era fixat, unde imbunatatirea se putea face indefinit, dar foarte putin
semnificativ (a se vedea Knuth [26]).

Teorema 5.16 (Calude, Campeanu [6]) Fie 2 < q < p numere naturale gi
consideram doud functii recursive bijective F': Ny — X f : N, — X7
Atunci, exista ¢ € N astfel incat

H,(F(n)) < (log, ) Hy(f(n)) + c.

Demonstratie. Luam functia g(n) = |(log, q¢)H,(f(n))]. Avem:

Z p—g(n) < Z pl—(logp @) Hq(f(n))

n>1 n>1

n>1
< p<oo.

Deoarece g este semi-calculabila superior putem utiliza Lema 5.14 pentru
a obtine inegalitatea cautata. O

Corolar 5.17 (Calude, Campeanu [6]) Fie 2 < q < p numere naturale.
Ezista ¢ € N astfel incat, pentru orice cuvant r € X avem

Hy(x) < (log, q) Hy() +c.
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Demonstratie. Consideram functia recursiva bijectiva F': Ny — X, f
N, — X definite prin:

F(n) = f(n) = string,(n),

si utilizam Lema 5.14. O

Corolar 5.18 (Calude, Campeanu [6]) Pentru orice 2 < q < p, ezisti c € N
astfel incat
H,(string,(n)) < (log, q) H(stringy(n)) + c.

5.3.2 Masuri ale hazardului

Aici vom analiza rolul marimii alfabetului pentru definirea cuvintelor si
sirurilor aleatoare. 2
Mai intai sa notam relatiile:

Teorema 5.19 (Calude, Campeanu [6]) Fie 2 < q < p. Atunci, exista o
constantd « (care depinde de q si p) astfel incdt pentru orice x € X avem:

| Hy () — (log, p) Hp(2)| < c.

Demonstratie. Utilizam Corolarul 5.17 gi Lema 5.14, luand F : N, —
X7,
F(n) = stringq(n), g(n) = [(log, p)Hy(F(n))]. O

Vrem sa calculam complexitatea cuvintelor z € X considerate cuvinte
f *
n X7

Propozitia 5.20 (Calude, Campeanu [6]) Pentru orice 2 < q < p i orice
r € X, evista ¢ € N astfel incat

Hy(z) <l(z) +c.

2Teoria algoritmica a informatiei a fost dezvoltata in special in cazul binar, cu putine
exceptii si anume Knuth [25], Calude [2, 3], Calude si Chitescu [7], Kramosil [28], si Calude
si Jiirgensen [10].
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Demonstratie. Intr-adevir, din Propozitia 5.20 avem:

Hy(z) < (logp q)Hy(7) + 1
< (log, q)%(I(z)) + ¢
< (log,q)(I(z) + O(log, I(x)))
= (log, q)l(x) + O(log, I(z))
< lz)+c¢

|

Corolar 5.21 (Calude, Campeanu [6]) Nici un cuvint x € X7 nu este
aleator peste X.

In cazul binar nu avem decat doui astfel de cuvinte si anume
00...0gi11...1,

care evident nu sunt aleatoare. In cazul ne-binar avem

(1)

cuvinte peste alfabetul X, care nu sunt aleatoare deoarece ele nu contin toate
cele p litere. De exemplu, pentru p = 3 sunt 3 x 2" astfel de cuvinte, unele
dintre ele (de fapt, urmindu-1 pe Chaitin [22], mai mult de 3 x 2"~ unde ¢,
este o constanta ce depinde de marimea alfabetului dar nu de lungimea n)
sunt aleatoare ca si cuvinte binare .

Distinctia de mai sus este mai mare pentru siruri aleatoare: trecem de la
doua giruri in cazul binar la o infinitate (de puterea continuului) in cazurile
ne-binare:

Corolar 5.22 (Calude, Campeanu [6]) Nici un sir x € X nu este aleator
peste alfabetul A, in cazul p > q > 2.
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